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Обзор работ по теории переноса излучения как раздела теоретической астрофизи­
ки. Основное внимание уделено результатам, полученным сотрудниками Астрономи­
ческой обсерватории Ленинградского университета. Рассматриваются перенос монохро­
матического излучения, перенос излучения с перераспределением по частотам и песта 
ционарный перенос излучения. Особо отмечены статьи, в которых содержатся осново­
полагающие идеи и новые методы. Приведены также результаты, наиболее важные дчч 
дальнейшего развития теории и ее применений.

Наука двадцатого века привела к необходимости подробного анализа 
уравнения, описывающего перенос фотонов и частиц в веществе. Это урав­
нение исследовалось в ряде разделов физических и математических наук. 
Так, например, теория распространения волн в случайно-неоднородных 
средах, в которой рассматривается многократное рассеяние, при определен­
ных допущениях (приближение геометрической оптики, переход от кванто­
вых движений к классическим) приводит к уравнению переноса. Кинети­
ческая теория для случая, так называемого, газа Лоренца (легкие части­
цы, которые движутся среди тяжелых и между собой не взаимодействуют) 
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имеет дело с линеаризованным уравнением Больцмана, которое совпадает 
с уравнением переноса. Кстати говоря, типичный газ Лоренца — фотон­
ный газ.

Пожалуй, наиболее важные задачи о переносе фотонов и частиц воз­
никли в связи с развитием ядерной энергетики. Появилась необходимость 
создания теории переноса нейтронов в ядерных реакторах. Вопросы защи­
ты от вредных излучений стимулировали теорию распространения гамма- 
излучения в веществе, а также анализ прохождения заряженных частиц 
через вещество. Проблема осуществления управляемого термоядерного 
синтеза сталкивается с переносом излучения в плазме.

Уравнение переноса является интегро-дифференциальным и ставит 
много математических проблем как принципиальных, так и технических по 
реализации решений. Часто его приводят к сингулярному интегральному 
уравнению. Далее, процесс переноса можно рассматривать как случайный 
(марковский) с соответствующим статистическим толкованием основных 
величин. Таким образом находится связь с математической теорией ве­
роятностных (стохастических) процессов.

Следует подчеркнуть, что рассматриваемая теория начала развиваться 
задолго до других ее перечисленных ветвей в астрофизике при исследова­
нии переноса лучистой энергии в атмосферах звезд и планет. Первые ша­
ги в развитии теории связаны с астрофизическими работами К. Шварц­
шильда [1], А. Шустера [2], Э. Милна [3] и Э. Эддингтона [4], опубли­
кованными в начале века. Исключение составляет статья профессора Пе­
тербургского университета О. Д. Хвольсона [5], в которой рассмотрена 
задача о рассеянии света в молочных стеклах. В ней впервые получено ин­
тегральное уравнение, а также исследованы некоторые предельные (асимп­
тотические) случаи. Частный вариант этого уравнения получил намного 
позднее Э. Милн, занимавшийся теорией лучистого равновесия звездных 
атмосфер. Другой любопытный факт состоит в том, что широко известный 
способ приближенного решения уравнения переноса излучения, называе­
мый методом Эддингтона, намного раньше применял к задачам кинетиче­
ской теории электронного газа в металлах Г. Лоренц.

Следует также упомянуть, что вопросы о переносе излучения часто 
возникают в геофизике при изучении атмосферы и океана. Уже в 1871 г. 
Рэлей сформулировал задачу о расчете яркости и поляризации света днев­
ного безоблачного неба. Естественно, что решение такого рода задач вхо­
дит в общий круг проблем оптики планетных атмосфер и рассматривается 
в большинстве случаев астрофизическими методами.

Исследования по теории переноса излучения получили большое раз­
витие на кафедре астрофизики Ленинградского университета. Более того, 
можно сказать, что основные аналитические методы и соответствующий 
математический аппарат теории в значительной мере созданы сотрудника­
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ми этой кафедры. Итоговые результаты опубликованы в ряде книг и сбор­
ников, переведенных и изданных за рубежом. Наиболее существенные вы­
воды вошли в учебники. Кроме того, и это не менее важно, по существу 
образовалась научная школа, имеющая теперь уже много ответвлений я 
представителей как в нашей стране, так и за рубежом. В данном обзоре 
приведены основные, наиболее существенные результаты, полученные в 
теории переноса излучения сотрудниками кафедры астрофизики Ленин­
градского университета и другими исследователями. При этом принято во 
внимание то обстоятельство, что теория переноса излучения является од­
ним из важнейших орудий теоретической астрофизики.

1 . ПЕРЕНОС МОНОХРОМАТИЧЕСКОГО ИЗЛУЧЕНИЯ

Перенос монохроматического излучения состоит в многократном рас­
сеянии фотонов. При каждом акте рассеяния происходит изменение на­
правления их движения, а также частичное поглощение. Такая модель про­
цесса возникает в ряде задач астрофизики.

Первоначально две задачи, связанные с излучением, привлекали вни­
мание астрофизиков: перенос излучения в атмосферах звезд и диффузное 
отражение света планетными атмосферами. При моделировании процессов 
в случае фотосферных задач было сделано допущение о том, что коэффи­
циент поглощения не зависит от частоты излучения, а в случае атмосфер 
планет — что рассеяние света элементарным объемом изотропно. Разумеет­
ся, оба эти допущения не соответствуют действительности, ио зато дости­
гается простота и возможность осуществить анализ для начального при­
ближения. Кроме того, на примере простейшего случая легче конструиро­
вать общие методы решения задачи. Поэтому изложение теории переноса 
монохроматического излучения также целесообразно начать со случая 
изотропного рассеяния света. ч

1.1. Изотропное рассеяние спета. Задача о фотосфере сводится к ре­
шению уравнения Милна

(1)

где

(2)

В (т) — так называемая функция источников, определяющая в данной по­
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становке распределение температуры в фотосфере звезды (функция В (") 
пропорциональна четвертой степени температуры), "—оптическая глуби­
на рассматриваемого элементарного объема.

Интегральное уравнение (1) получается из интегро-дифференциаль­
ного уравнения переноса излучения

= /(х> Т1)_В{Т)։ (3) 

а՜

где
+ 1

'(4)
— I

/ ('> 7|) — интенсивность излучения на оптической глубине ’ * в направле­
нии, составляющем с внешней нормалью к атмосферным слоям угол, ко­
синус которого равен *)■ Для получения (1) из (3) используется граничное 
условие

/(О, т|) = 0 при т) < 0, (5)

выражающее тот факт, что на границу фотосферы * — 0 извне в случае 
одиночной звезды не падает излучение.

Задача о рассеянии света в атмосфере планеты приводит к следующе­
му неоднородному интегральному уравнению, полученному из соответ­
ствующего уравнения переноса излучения,

*•0
5(гД) = 4(,Е1(|т■. (6)

2 ) 4
о

где ~3—величина потока солнечного излучения, падающего на площад­
ку, перпендикулярную лучам, на верхней границе атмосферы (- -= 0), 
С — косинус угла падения солнечных лучей, X — альбедо однократного рас­
сеяния света в атмосфере (вероятность выживания фотона при одном рас­
сеянии), "0—оптическая толщина атмосферы. Как и в случае звезды, 
здесь считается, что атмосферные слои не сферические, а плоскопараллель­
ные. Это оправдано, поскольку обычно в большинстве реальных ситуаций 
толщина атмосферы гораздо меньше радиуса.

После решения уравнений (1) и (6) и определения 2?(՜) и В (", С) 
интенсивность излучения в любом месте атмосферы и заданном направле­
нии может быть получена интегрированием. Так, например, для интенсив­
ности излучения, выходящего через верхнюю границу атмосферы планеты, 
имеем
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/(О, V), ;)= Ге'*11 В(֊., С)-5^, (7)

о

где т( — косинус угла, составленного выходящим излучением с нормалью 
к атмосферным слоям. Заметим, что здесь, как и при составлении уравне­
ния (6), было принято альбедо поверхности планеты равным нулю.

Уравнения (1) и (6) представляют частные случаи уравнения Мил­
на—Хвольсона

в = т р1 (1 х ~ х’1} 5 (х} +8 (х)։ (8)
и

решение которого определяет поле диффузного монохроматического излу­
чения в плоском однородном слое рассеивающей и поглощающей свет сре­
ды, освещаемой источниками, заданными функцией £ ("). Анализ и реше­
ние уравнения (8) составили первую, начальную проблему теории перено­
са излучения. Теперь посмотрим, как происходило в астрофизике исследо­
вание уравнения (8) и получение его точного аналитического решения. Об­
ратимся сначала к случаю полубесконечной среды (т0 = оо).

Полубесконечная среда. Начнем с исследования уравнения (6). В ря­
де случаев оказывается достаточным знать только интенсивность диффуз­
но отраженного света 7(0, т), С). Тогда В (’ ։ О заключает избыточную ин­
формацию о поле излучения. Так обстоит дело в задачах об отражении 
света атмосферами планет и звезд (в тесных двойных системах). Поэтому 
возникает вопрос о возможности нахождения непосредственно /(0, у, С) 
минуя определение.^՜, ').Этот вопрос был поставлен и положительно раз­
решен В. А. Амбарцумяном в Елабужском филиале Ленинградского уни­
верситета в 1942 г. В результате два метода теории переноса излучения 
сформулированы в опубликованных статьях [6, 7].

Первый подход [6] основан на формальных математических действиях 
с уравнением (6). Сначала дифференцирование по ", а затем использова­
ние суперпозиции решений исходного уравнения для получения производ­
ной от функции В (•։, С) по " через значения самой этой функции. Пред­
ставляя / (0, т), С) в форме

/(0, 7), С) = 5р(т), С):, (9)

где С)—коэффициент яркости для диффузного отражения света,
В. А. Амбарцумян получил



590 И. Н. МИНИН

Нч,9 = -7 (10>4 + С

где <р (7|) — функция Амбарцумяна — удовлетворяет уравнению

1
* ( '<) = 1 + -֊- Ь) ( —77 Л. (11)

2 .11 + Со

Второй способ решения задачи [7] основан на введении существенно 
нового понятия — принципа инвариантности. В данном случае принцип 
состоит в том, что добавление к полубесконечной среде слоя с теми же 
свойствами оптической толщины Ат не изменяет ее отражательной способ­
ности. Рассматривая процессы в слое 4т < 1 и составляя уравнение ба­
ланса, В. А. Амбарцумян снова получил результаты (10) и (11). При та­
ком подходе не было необходимости использовать обычные уравнения тео­
рии переноса излучения — результат получен без них, непосредственно из 
соотношения баланса в слое Л".

В общем виде такой способ заключается в мысленном сложении слоев 
произвольной оптической толщины и называется методом сложения слоев. 
Систематическое применение принципов инвариантности к задачам теории 
переноса излучения было выполнено в работах С. Чандрасекара, включен­
ных в книгу [8]. В дальнейшем такие подходы получили широкое приме­
нение при решении обширного класса задач математической физики, а так­
же некоторых задач теории вероятностей. При етом часто используется но­
вый термин — принцип инвариантного вложения [9, 22].

Возвращаясь к решаемой задаче о диффузном отражении света полу­
бесконечной средой, отметим, что оба метода Амбарцумяна приводят к 
выяснению структуры коэффициента яркости. Являясь функцией двух ар­
гументов, он выражен через вспомогательную функцию, зависящую толь­
ко от одного аргумента, для определения которой получается функциональ­
ное уравнение, легко решаемое численно. Методы и соотношения, найден­
ные в [6, 7], могут быть обобщены на более сложные задачи и имеют боль­
шое значение в теории переноса излучения.

Заметим, что исследованием и решением уравнений типа (8) при 
"■а = со занимался В. А. Фок [10], получивший, в частности, одновремен­
но с В. А. Амбарцумяном формулу (10). Кроме того, в его работе найдено 
явное выражение для функции ?(’’)) в форме определенного интеграла, 
зависящего от параметров и

В случае, когда свечение полубесконечной среды происходит под воз­
действием источников, расположенных на бесконечно большой глубине 
(задача Милна), решение уравнения (1) для В (т) полностью определяет 
поле излучения. Однако если интересоваться только угловым распределе-
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нием интенсивности излучения, выходящего через границу среды, то в ра­
боте В. А. Амбарцумяна [6] было показано, что указанная интенсивность 
/ (0, -г)) весьма просто представляется через ? (т?)- Именно, имеем

ЛО, *11 = ֊^-֊- Яр(*1),
(12)

где кГ—поток выходящего излучения, а « (*]) определяется уравне­
нием (11) при >. = 1. При Х<^1, как следует из той же работы [6], 
получается

7(0, *,) =
• кГ

4|/1^7.
? (*))

1 —
(13)

где к—положительный корень уравнения

-А-ьШ
2* 1 - г

=֊- 1. (14)

Что касается самого уравнения (1), то его подробный анализ и реше­
ние содержатся в книге (первой по теории переноса излучения!), которая 
была опубликована Э. Хопфом [11]. Для функции источников получена 
формула 

35(5)=-|^[т+<7е)], (15)

где д(՜)— функция Хопфа — монотонно изменяется в пределах от 
<7 (0) = 1/у'З - 0.577 до <? (<») = 0.710.

Новый метод в теории многократного рассеяния света был развит 
В. В. Соболевым [12] на основе статистического толкования основных ве­
личин и функций. Этот вероятностный метод первоначально был приме­
нен к определению вероятности выхода фотона р(', *1) из полубесконеч- 
ной среды с изотропным рассеянием с оптической глубины • в направле­
нии, Косинус угла которого с нормалью равен *). Оказалось, что имеет 
место соотношение

В *1) = кЗр *;), (16)

где В *() — функция источников в задаче о свечении той же среды, 
когда на ее границу падает поток параллельных лучей «5 под углом 
к нормали, косинус которого равен ц. Это значит, что р(х, *)) опре­
деляется (с точностью до множителя я5) тем же интегральным урав­
нением (6). Функция р (т, *}) зависит только от оптических свойств 
среды и не зависит от распределения и мощности источников излуче­
ния. Если /(т) И՜ есть количество лучистой энергии, приходящее не­
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посредственно от источников излучения и поглощаемое в элементар­
ном объеме, то интенсивность выходящего из среды излучения 7(0, ■»}) 
будет определяться формулой

СО

7(0, ч)= [/(т)р(г, т))—• (17)

о

Это дает возможность находить / (0, г/) при любых источниках излу­
чения, мощность которых зависит только от т. В частных случаях, 
когда /(т) полином, экспонента или их линейная комбинация, удается 
получить выражение для /(0, ■»)) непосредственно через <р (г<) и мо" 
менты этой функции. Если источники излучения распределены в среде 
равномерно, то

7(0, 7() ■ (18)
V 1 —к

при значении § (') = 1. Этот результат, легко получаемый вероятностным 
методом, впервые был найден В. А. Амбарцумяном [13]. Наконец, в ра­
боте [12] новый метод использован для строгого доказательства симмет­
ричности функции р (/), С) относительно аргументов и, значит, углов па­
дения и отражения.

Перейдем теперь к анализу поля излучения внутри среды и общему 
решению уравнения (8) при '0 = оо. В астрофизике нахождение интенсив­
ности излучения внутри среды осуществляется с использованием уже по­
лученного решения задачи о выходящем излучении. Такой путь оказывает­
ся эффективным и быстро приводит к цели, поскольку действие произво­
дится как бы «по частям». Сначала находится выходящее излучение (функ­
ция «р (т;)), а потом — поле излучения внутри среды (функция 7?(՜)).

Используя интегральное уравнение для р у() и метод Амбарцумя­
на [6], находил։ производную по т в виде

1
Р՛ (ь т() = - — р (’, '<) + 2^Р (0, Ч) \р (Т, /) (19)

о
а также

р(0, гО = -^? ( .-;). (20)
4՜

Кстати говоря, соотношение (20) определяет физический (вероятностный) 
смысл функции Амбарцумяна. Уравнение (19) также легко получить с при­
менением вероятностного подхода, без рассмотрения интегрального урав­
нения.
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Введем обозначение

Ф(т) (21)

Тогда из уравнения (19) следует

(22)

откуда легко получается 

ф(т)=/7(г) + (23)

где
։_

Л/(т)^А[е (24)
2.) ъ о

Таким образом, нахождение функции р(т, ?]), а значит также В (т, •/)), 
сведено к определению функции Ф (т) из интегрального уравнения (23) 
типа Вольтерра. Этот способ приведен в книге В. В. Соболева [14]. 
Там же рассмотрен вопрос о резольвенте Г (т, ■։') уравнения (8), что 
дает возможность решать задачи для произвольной функции § (т). 
Именно, имеем

ОО
В(т) =--£(т)+ [’гь, т')^ (?)</:', (25)

6
а функция Г (т, •։') = Г (•։', т) легко находится по формуле (при т' > т)

ГС т' — т) сП. (26)
о

Отсюда видно, что введенная новая функция Ф (") — функция Соболева— 
имеет фундаментальное значение для решения рассматриваемой задачи. 
Иногда ее, по понятной причине, называют также резольвентной функ­
цией.

В работе В. В. Соболева [15] такой подход изложен в обобщенном ви­
де, а также приведены некоторые частные результаты. Например, полу­
чено соотношение
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ОО_ ~
<рС) = 1 + ув 'ф(т)^, 

о
а решение задачи Милна при )•= 1 представлено в форме

(27)

^-г[1
4

5(т) = (28)

Указано также, что решение уравнения (23) может быть найдено с приме­
нением преобразования Лапласа. Точное аналитическое выражение для 
Ф(") таким путем было получено в работе И. Н. Минина [16].

Наконец В. В. Соболев [17, 18] распространил изложенную методику 
на интегральные уравнения с ядром, зависящим от абсолютного зйачения 
разности двух аргументов

ОО
В(т)= |>(|х-֊у !)£(-.') {/-/ + ^(е),

О
(29) . •

которые часто встречаются в теории переноса излучения (а также в неко­
торых других разделах теоретической физики). Если не вдаваться в под­
робности, то основные результаты формулируются так. Пусть

ь
\Д (у) г-* с/у.

о

(30)

Тогда для получения решения с использованием формул (25) и (26) на­
ходим Ф (") из уравнения (23), в котором

ь
Я(-) = ^Л(х)В(0, х)е-'ж(1х, (31)

«

где В (0, х) определяется уравнением

ь
в (о, х) =■ 1 -1֊ в (о, х) С л (у)в (0, ау. (32)

3 X 4- у а
•Решение однородного уравнения имеет вид

5(т) = 5(0)| е*т+ |’е*<т-,’’ф(-')г/т' , (33)

О
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в котором постоянная к определяется уравнением
ь

2 [л(х) -Д^- = 1. 

а
(34)

В частном случае переноса монохроматического излучения при изотропном 
рассеянии А (х) = )/2х, а = 1, Ь=^-. Тогда, например, уравнение (34) 
совпадает с (14), а при >֊ = 1 (33) переходит в (28).

1 аким образом, задача о полубесконечной среде не только была успеш­
но решена астрофизиками, но при этом получено также рассмотренное 
обобщение. Это дало возможность исследовать более сложные задачи, свя­
занные с уравнениями типа (29).

Слой конечной оптической толщины. Введем коэффициенты яркости 
Р (7ь ՝> ’о) и 3 ('I՝ ’о) Для диффузного отражения и пропускания света
слоем оптической толщины т0. Интенсивности получаются умножением 
коэффициентов яркости на 5'С, где С - - косинус угла падения лучей на 
границу слоя т = О (т} — косинус углов отражения и пропускания). 
Коэффициенты яркости слоя были найдены в работе В. А. Амбар­
цумяна [7] в следующей форме:

р (т), С, т0) = — *<>) —ФО)» “»о) Ф /35)

4 + С

а(т}, С, т0) = — 1֊^’ 'п) ~ ? (С» ^’.'»1, (36)

4 С — ՜»)

где вспомогательные функции у (?), т0) и (т), *0) определяются из 
системы двух функциональных уравнений

? Ь. "о) = 1 + — Ч Г? (У1’ ~о) ? ~о) ~ ■Т") ? (С--— Л, (37)
2 3 ъ + с

* о

Нъ,-0)=е 1 + — Ч Г7 Х|>) ~ * (С> Т<>) ~<&• (38)
2 к) С - >1

о

Для получения этих результатов использована инвариантность искомых 
величин по отношению к такому преобразованию, когда у границы слоя 
т = 0 прибавляется слой оптической толщины Д' и одновременно у гра­
ницы " = 'о отнимается слой такой же оптической толщины Д'. Оказы­
вается, что в этом случае коэффициенты яркости выражаются через две 
вспомогательные функции Амбарцумяна, каждая из которых зависит лишь 
13—834
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от одной переменной (с0 — параметр, определяющий наряду с /• заданные 
оптические свойства слоя). Из найденных формул и уравнений вытекают, 
в частности, полученные ранее для случая "о= 00 формула (10) и урав­
нение (11).

Другие уравнения для р (^, С, т0) и о (т), С, т0) и определения функ­
ций <р (•>), То) и ф ( /), "0) были найдены вероятностным методом В. В. Со­
болевым [19]. Им же [20] получена резольвента основного интеграль­
ного уравнения (8) Г(т', т, т0) через функцию Ф(т, т0), а также сде­
лано обобщение применяемого способа к решению уравнения вида 
(29) в случае конечного промежутка интегрирования [17].

Неоднородная среда. При изучении переноса монохроматического 
излучения в плоском слое с изотропным рассеянием неоднородность может 
возникнуть только вследствие зависимости >֊ от '. Очевидно, что при этом 
исходные уравнения сохраняют форму и только вместо постоянного л мы 
должны поставить '֊(") (например, в уравнении (8)). Разумеется, реше­
ние таких уравнений значительно усложняется. Однако разработанные ме­
тоды не утрачивают силу и успешно применяются. Так, в задаче о диффуз­
ном отражении света полубесконечной средой В. В. Соболев [21] исполь­
зовал снова вероятностный подход и получил

Р(ч, •=)»(:, *)е ’՛ ' (39)

О

где вспомогательная функция у (ть т) определяется уравнением

1 Г?(ч,-)=1+-у 7 Ч-')?(’1,^)?(^)е ՝՛ *’• (40)

О с

Эти результаты найдены также в работе Р. Беллмана и Р. Калабы [22].
Затем для слоя конечной оптической толщины соответствующее 

обобщение сделали С. Уэно [23] и И. Басбридж [24]. В этом случае 
коэффициент яркости р (т), С, *0) сохраняет симметрию относительно углов 
падения и отражения, тогда как = (■/}, », -0) а* (', т„ т0), где а* (т(, С, -0)— 
коэффициент яркости для диффузного пропускания света при освеще­
нии слоя потоком параллельных лучей со стороны нижней границы 
слоя (т — т0). Этот результат объясняется тем, что слой, освещаемый 
снизу, не тождественен слою, освещаемому сверху.

Таковы главные результаты, полученные в теории переноса монохро­
матического излучения при допущении об изотропном рассеянии. Более 
подробно они изложены в книге В. В. Соболева [14]. С основными рабо­
тами В. А. Амбарцумяна можно ознакомиться в сборнике его научных 
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трудов [25]. Хороший обзор содержится в статье [26]. Для случая полу- 
бесконечной среды более подробные сведения о функциях ? (»)) и Ф (') 
имеются в книге В. В. Иванова [27] (глава III). Там же приведены неко­
торые детали, связанные с развитием работ в этой области исследования.

1.2. Неизотропное рассеяние света. Одной из основных характеристик 
рассеяния света элементарным объемом является индикатриса, определяю­
щая угловое распределение вероятности рассеяния на заданный угол. 
В теории переноса ее обычно представляют в форме разложения по полино­
мам Лежандра. Если в этом разложении сохранить п + 1 слагаемое, то для 
задания индикатрисы будем иметь п чисел — коэффициентов указанного 
разложения—х։> лга>... хп- В случае изотропного рассеяния все они равны 
нулю. Если к названным числам добавить >• и '0, то это и будет полная 
оптическая модель однородного плоского слоя рассеивающей и поглощаю­
щей свет среды.

Возьмем основное интегральное уравнение, определяющее функцию 
источников В г), ч, <р) в задаче о планетной атмосфере (интегральное 
уравнение при неизотропном рассеянии впервые рассматривал В. А. Ам­
барцумян [28]). Здесь ?—азимут направления распространения излуче­
ния (считается, что азимут падающих солнечных лучей равен нулю). Из 
этого уравнения с учетом теоремы сложения для сферических функций 
следует

В(', С, ®) — В° (т, Q -J 2 У, Вт т), С) cos пт?. (41) 
m -=1

Аналогичное разложение, естественно, имеет место и для интенсивности 
излучения. Приступим теперь к рассмотрению конкретных вопросов.

Полубескбнечная среда. Задача о диффузном отражении света была 
решена В. А. Амбарцумяном [29] с применением сформулированного им 
принципа инвариантности. Структура коэффициентов pm(’i, С) аналогич­
на (10) и включает суммирование по индексу i от m до п. Таким образом, 
здесь оказывается необходимым рассматривать л — л» + 1 функций 
<?"’(',), чеРез которые выражается искомая величина. Всего при нахож­
дении р (т/, С, ^) следует знать 1/2 (л -f 1) (л + 2) функций Амбарцумяна 

(т<)> для определения которых получаются системы уравнений, об­
общающих (И), отдельная для каждого т.

Далее В. А. Амбарцумян [30] решил задачу о диффузном пропуска­
нии света (задача Милна) и получил следующий результат:

«(г<)
>֊ у, xprftn) 
2 о 1 — кт( (42)
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где

1
а'=У“ р‘ (43^

о

Р,(^)—полином Лежандра степени /. В (42) и(>)) —функция, дающая 
угловое распределение интенсивности излучения, выходящего через грани­
цу среды. Подставляя (42) в (43), находим систему однородных алгебраи­
ческих уравнений для определения коэффициентов а,. Из условия равен­
ства нулю определителя этой системы получается величина &. В частном 
случае изотропного рассеяния света отсюда вытекают результаты (12), 
(13) и (14) с учетом нормировки на величину потока излучения выхо­
дящего из среды.

В дальнейшем С. Чандрасекар [8] ввел в рассматриваемую тео­
рию новые функции связанные определенным образом с функ­
циями ф™(т(). Новых функций, понятно, меньше и для заданного т 
необходима всего одна. Эта функция определяется уравнением, об­
общающим (11). Для получения уравнения, определяющего //т(>)), 
следует в (11) заменить л/2 на '₽’"’(£) под знаком интеграла. Уравне­
ние, полученное в результате, иногда называют „уравнением Амбар­
цумяна-Чандрасекара“. Функция 4’т (;) может быть найдена для за­
данных х։, х2, ... х„ и ). по известному правилу.

Так же, как и в случае изотропного рассеяния света, вслед за указан­
ными результатами последовало нахождение полного решения основного 
интегрального уравнения. Это сделано В. В. Соболевым [31] и таким об­
разом была создана общая теория, суть которой в следующем. Резольвен­
та основного интегрального уравнения выражена через фундаментальные 
функции Фт (т), для определения которых указаны соответствующие спо­
собы, сходные с теми, что изложены в предыдущем разделе. В частно­
сти. точные аналитические значения Фт (т) получаются путем применения 
преобразования Лапласа к уравнениям, обобщающим (23). Обращение 
преобразования Лапласа в этом случае выполнено Д. И. Нагирнером [32]. 
Подробное изложение рассмотренной общей теории имеется в книге 
В. В. Соболева [33] (глава V).

Применение вероятностного метода с его обобщением на случай не­
изотропного рассеяния выполнено в работе И. Н. Минина [34]. В частно­
сти, получена следующая формула, аналогичная (18),

/(О, 7<) = » (44)
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где *(■>))— плоское альбедо полубескопечной среды. Так же, как и в 
[31], найдепа резольвента основного интегрального уравнения через 
функции связанные с (>)). При этом оказывается, что функ­
ций ФД(՜:) больше, чем Ф"’ (֊), так же, как функций <р" (ч) больше, чем 
Нт (у,). Однако следует подчеркнуть, что решения различных конкрет­
ных задач находятся через Ф«(х) проще, чем 'через Фт(՜), 'так же, 
как и через »”(')) проще, чем Перез Нп (/|).

Слои конечной оптической толщины. Обобщение результатов 
В. А. Амбарцумяна [7| по решению задачи о диффузном отражении 
и пропускании света па случай пеизотроппого рассеяния света сделал 
С. Чандрасекар [8]. Были получены (/”(7}, С, *0) и а'п(т), С, ~0) по схеме, 
обобщающей (35) и (35), через т0) и ■5"(/)> "о՝> а для определе­
ния вспомогательных функций — системы уравнений как обобщение 
(37) и (38). Затем введены функции Х™ (у, ”0) ч Ут (ч, 'го), уравнения 
для определения которых получаются из '37) и (38) заменой Х/2 на 
՝Т՞՛ (ч) под зяакогд интеграла.

Общая теория [35], включающая нахождение резольвенты, из­
ложена в книге В. В. Соболева [33] (глава VI). Показано, что ос­
новное значение имеют функции Фт (", х0). К этому следует добавить, 
чго свойства функций Нт |т(), Х՞^, -0) и Ут (т), т0) подробно иссле­
дованы в книге И. Басбридж [36]. Там же решаются интегральные 
уравнения теории переноса излучения с ядрами, зависящими от мо­
дуля разности аргументов, методом Винера-Хопфа (при "0 -= ос ).

Вернемся, однако, к задаче о диффузном отражении и пропускании 
света плоским слоем. При рассмотрении этой задачи, как следует из ска­
занного, необходимо решать нелинейные уравнения для вспомогательных 
функций. УдаегСя получить также линейные интегральные уравнения для 
определения как коэффициентов отражения и пропускания, так и вспомо­
гательных функций. В случае полубесконечной среды эти уравнения имеют 
ядра типа Коши и их решения могут быть получены в явном виде. Осново­
полагающие работы в этом направлении выполнил В. В. Соболев [37, 38]. 
В его книге [33] (глава VII) дано подробное изложение соответствующих 
результатов.

Представляет интерес решение задачи о рассеянии света плоским 
слоем, примыкающим к отражающей поверхности. В первую очередь, 
разумеется, следует иметь в виду применение к изучению атмосфер и по­
верхностей планет. Наиболее простой случай представляет ортотропная 
(ламбертовская) поверхность с заданной величиной альбедо А. Для этого 
случая В. В. Соболев [39] и Г. ван де Хюлст [40] получили формулы.
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связывающие коэффициенты яркости р (•»), С, ф, ֊0) и з (та С, у, '0) при 
А > 0 с коэффициентами яркости р (?), С, о, т0) и з (>}, С, ?, "0) при 
А =■ 0. Эти формулы имеют вид

А

где

р О'), С, <р, -0) = р(г(> С, <р, -0) +

°и с. ?> то) =°и <•> ф> "о) +

1-ИС’(т0)

А
1—АС(~0)

!*• (С, 'о) * (П, "о).

Н (С. ^) - е ’ +

(45)

•46)

(47)

Р(С- -0) нОо '‘о)»

2։ 1 1
*(г., х0)=-^-^Ч’ури С, <Р, С(-о) = 2 *о)^- (48)

и и V

Правда, в указанных работах формулы были выведены в случае изотроп­
ного рассеяния. Однако физический смысл вторых слагаемых в правых 
частях формул (45) и (46) позволяет написать общие формулы непосред­
ственно, без дополнительного рассмотрения задачи. Аналогичные резуль­
таты получаются и для поля излучения внутри среды. В теории часто изу­
чалась также задача с зеркальным отражением света. Подробности и ре­
зультаты изложены в книге [33] (глава IV).

Неоднородная среда. Рассмотрим случай, когда от т зависит нс толь­
ко X, но и индикатриса рассеяния света. Тогда следует задать функцию 
X (т), а также х^՜), х2(՜), ... Для этой оптической модели плоско­
го слоя коэффициенты отражения и пропускания могут быть выражены 
через вспомогательные функции, определенные уравнениями такого же 
типа, что и при изотропном рассеянии. Задача о диффузном отражении и 
пропускании света плоским неоднородным слоем при неизотропном рассея­
нии света решена в работе Э. Г. Яновицкого [41].

На этом мы заканчиваем обзор точных аналитических результатов. 
полученных в теории переноса монохроматического излучения для модели 
плоского слоя рассеивающей и поглощающей свет среды.

1.3. Асимптотические формулы. В некоторых предельных случаях, на­
пример, на больших оптических глубинах (х 1) в полубесконечной сре­
де или при большой оптической толщине слоя (' 1) могут быть полу­
чены простые и весьма удобные для применения асимптотические форму­
лы. Кстати говоря, именно в таких случаях обычно становится затрудни-
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дельным решение приведенных выше строгих уравнений. Кроме того, ука­
занные ситуации часто встречаются на практике. Другое направление 
асимптотической теории, тоже важное для применений, состоит в получе­
нии формул, относящихся к случаю малого истинного поглощения света 
элементарным объемом (1—К 1).

Естественно, что асимптотические результаты в первую очередь были 
получены для изотропного рассеяния света. При этом на простейшем при­
мере были выкристаллизованы основные способы их получения, а также 
выявлены возможности и сделаны оценки области применимости. Не оста­
навливаясь подробно на этом случае, отметим главные работы, относящие­
ся к слою большой оптической толщины. Формулы для ? (т), "0) и '? (7)> ”о) 
пРи “о 1 были получены В. Б. Соболевым [19], а затем им же [42] 
найдены асимптотики для Ф (т, т0). Различные дополнительные сведе­
ния по этому вопросу можно найти в статье [26], а также в книге 
[27] (§ 8.5).

Асимптотические формулы при неизотропном рассеянии света были 
получены и подробно исследованы в основном за последнее десятилетие. 
Перейдем теперь к рассмотрению этих формул.

Полубесконсчная среда. Задача о поле излучения в глубоких слоях 
полубесконечной среды была по существу рассмотрена В. А. Амбарцумя­
ном уже в работе [28]. Затем он дал более подробный анализ в другой 
статье [43], которая обычно и считается начальной. Полученное основное 
соотношение — уравнение Амбарцумяна — имеет следующий вид:

+ ։
I (а) (1 ֊ ктЦ == -уу. С1» V) I ('/) е/ч', (49)

- ։

где р (гц — усредненная по азимуту индикатриса рассеяния света, 
/ (т))— интенсивность излучения (в относительных единицах) в направ­
лении, образующем угол с внутренней нормалью к границе среды, 
косинус которого равен т,. Кроме того, показано, что интенсивность- 
излучения убывает с оптической глубиной г по экспоненте с показа­
телем к՜. Отметим, что после разложения индикатрисы рассеяния 
света по полиномам Лежандра легко найти

р(֊ь ^)-2х,.Л(тЗЛ(т/'). (50)
/-=«0

Таким образом, функция г определяется из интегрального уравне­
ния (49), а постоянная к— из условия разрешимости этого уравнения. 
Предложены различные методы решения уравнения Амбарцумяна [43— 
45], а в работе М. В. Масленникова [46] выполнено математическое иссле-
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дование ряда вопросов, связанных с этим уравнением. Когда имеет место 
(50), решение сводится к нахождению коэффициентов Ь, из однородной 
системы линейных алгебраических уравнений, а равенство кулю определи­
теля этой системы дает возможность найти к. После этого решение запи­
сывается в виде

= («I

Наиболее простой и практичный способ состоит в получении из урав­
нения (49) зависимости 1 — от к и х,- в виде непрерывной дроби, а так­
же определение коэффициентов по рекуррентной формуле. Таким путем 
В. М. Лоскутов [45] выполнил вычисления для сильно вытянутых инди­
катрис, когда п велико и традиционные методы применять трудно.

Следующим шагом было нахождение интенсивности I '<], С) при 
■с > 1 в абсолютных единицах. Это сделано в статье В. В. Соболева [47] 
и в результате получено

/(т, т», С) - 5« (С) и (г,) в֊*\ (52)

Надо иметь в виду, что при этом выводе использовались следующие, при­
нятые в асимптотической теории, нормировки функций / (т)) и н (’>)):

+ ։ ։

- < (7>) </4 = 1> 2 (т/) I (7<) ՛')</'! = 1- (53)
-1 о

Функция и(^) может быть определена по формуле (42). Однако для даль­
нейшего оказалось необходимым получить некоторые новые сооткоше- 
яия [48]

1

' (- ^) - 2 Р (ч» V) /(’։') '1'^', (54)
О

1
՛ (<,) = Ми <7)) + 2 [ р (т(, 7)') /( — 7)') (55)

О

»где

+1
М = 2 у ? (>)) г^9 (56)
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р (4, V) — осредненный по азимуту коэффициент яркости для диффуз' 
ного отражения света полубесконечной средой. Соотношение (55) дает 
возможность найти ис<() по известным р (>}, С) и /(*,).

Исходя из результатов общей теории, можно утверждать, что при 
■։ где поле излучения не зависит от азимута, его свойства определи* 
ются функцией Ф° (т). Большой интерес для применений представляет ана­
лиз перехода к асимптотическому режиму, основанный на исследовании, з 
частности, поведения азимутальных гармоник, коэффициенты при которых 
определяются функциями Фт (") при В работе А. С. Аниконова
[49] получены асимптотики этих функций, которые обычно при г 1 убы­
вают по закону

(54

значит гораздо быстрее, чем Ф (х), которые убывают по экспоненте с по­
казателем к՜ при к < 1. Впервые аналогичный результат был получен в 
случае т — 1 для простейшей несферичсской индикатрисы (не равен нулю 
только коэффициент х։) в работе [34]. Однако исследование этого вопро­
са в общем случае сталкивается с большими математическими трудностя­
ми при анализе характеристического уравнения

= о 
\ к )

где

1 

Гт(С)= 1- 2С։

6

а функция Чгш(70 упоминалась при изложении общей теории. Поведение 
азимутальных гармоник интенсивности излучения в глубоких слоях изуча- 
ется.также в статье Ж. М. Длугач и Э. Г. Яновицкого [50].

Сдой конечной оптической толщины. Пожалуй, наиболее важные ре­
зультаты асимптотической теории состоят в получении формул для коэф­
фициентов яркости плоского слоя при "0^> 1. Эти формулы дают возмож­
ность находить искомые коэффициенты слоя конечной оптической толщи­
ны, используя только результаты, полученные для полубесконечной среды. 
Асимптотические формулы получены В. В. Соболевым [47] аналитиче­
ским путем, а Г. ван де Хюлстом [51] исходя из физических соображений. 
К установленному виду могут быть приведены формулы, найденные ранее 
Т. А. Гермогеновой [52]. Формулы имеют вид

(58)

<59)
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Р 0% С, <Р, -0) = р (V), С, ч>) —/р (х0) и (1) и (С), (60)

°(4, ՝> 1)=/.(',)«(’|)н(О> (61)

где

Мр՜ *’* .
/«(~о) = г -л'2 Л(-о)=Л(^^ ’> (62)

1 — пе

а величина Л' определяется формулой
1

^^2\U^i(-ri)■r|dт։. (63)

О

Параметр к может быть найден, например, как решение уравнения (58) 
В нашем изложении он уже встречался неоднократно в ряде частных слу­
чаев. При решении уравнения Амбарцумяна (49) также получается зна­
чение к.

При практическом применении теории (например, к исследованию 
оптических свойств облачных слоев в атмосферах планет) часто прихо­
дится иметь дело с вышеупомянутым случаем малого истинного поглоще­
ния света элементарным объемом, когда 1 — 1<£1. Это дает возможность 
еще более упростить формулы. Известны разложения для функций ։ ('»։) 
и и(-п) по малым 1—1 ([33], глава II)

г (4) = 1 + 3Ч |/ и = ио (г,) [ 1 - 4й ]/ ЗЕ֊ (64> 

где и0 (?)) — значение и(т։) при 1=1, а величина о определяется фор­
мулой

։

о = 4 и0 (т)) г/сГт,. (65)
О

Имеем также

"=8/з^- "“’-»/зе,; (ад
где с той же степенью точности принято к = I (3 — хх) (1 — /.). Разло­
жения величины к и функции / (т;) могут быть значительно продвинуты 
до высоких степеней 1 — X. В то же время для и (<) кроме (64) пока 
точных результатов нет. Некоторые новые формулы, связанные с 
этим кругом вопросов, получены в работе И. Н. Мельниковой и 
И. Н. Минина [53].
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Интересную работу выполнил В. В. Иванов [54], рассмотревший за­
дачу о поле излучения в оптически толстом слое, примыкающим к поверх­
ности, отражающей свет по произвольному закону. Оказывается, что в 
частном случае ортотропной (ламбертовской) поверхности полученные 
формулы по виду существенно отличаются от формул, найденных тради­

ционным путем. Заметим, что в статьях [53, 54] рассматривалось также- 
поле излучения внутри слоя вдали от границ при " \ 1 и т0 — т 1. В по 
слсднее время некоторые асимптотики для слоя конечной оптической тол­
щины в случае пеизотропного рассеяния получил О. В. Пикичян [55].

Неоднородная среда. Подробное изучение особенностей поля излуче­
ния в пол/бесконечной неоднородной среде выполнил Э. Г. Яновицкий 
[56]. В частности, найдены формулы, определяющие поле излучения в глу­
боких слоях (т 1) при малом истинном поглощении света (1 — ^֊ 1)> а
также коэффициент отражения, альбедо, функция пропускания и неко­
торые другие величины. Ранее [57] были получены формулы для величин 
Р (г/> С, ®։ ~0) и о (?), С, •:„) при т0 1 и ).—•!. Они имеют вид

Р(ч, с, ?, "о) = Р (ч, ч т) - 7~0-—(67) 
(3 ~.Г1)'О З"

(т}) с>0 (’) 
(Г-х^о+Зо’ (68)

где

о = 2Г[ц>(л) + Ио(71)]'<гог6.
о

(69)

а функция «ц ( '1) находится для „перевернутого“ слоя.

1.4. Некоторые специальные задачи. Перенос поляризованного излу­
чения.'При строгом рассмотрении процессов рассеяния света и отражения 
от поверхности необходимо учитывать состояние поляризации излучения. 

, Оказывается, в большинстве случаев пренебрежение этим обстоятельством 
мало влияет на общую интенсивность излучения. Поэтому развитая теория 
не нуждается в значительной коррекции, но тем не менее исследование пе­
реноса поляризованного излучения представляет большой интерес. Дело 
в тем, что анализ состояния поляризации излучения вносит дополнитель­
ную информацию о физических свойствах рассеивающей среды и отражаю 
щей поверхности.

Первые работы в этом направлении были выполнены В. В. Соболевым 
[58] и С. Чандрасекаром [8]. Задача рассматривалась для случая закона 
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рассеяния Рэлея. Новые существенные результаты получил X. Домке [59], 
который исследовал также более общий случай матрицы рассеяния све­
та [60]. Подробное изложение основ теории переноса поляризованного 
излучения содержится в книге С. Чандрасекара [8]. Некоторые дополни­
тельные сведения можно найти в книгах В. В. Соболева ([14], глава V: 
[33], глава IX).

Перенос излучения в многослойной среде. Естественным обобщением 
модели однородного плоского слоя рассеивающей и поглощающей свет сре­
ды служит модель неоднородного слоя. Однако при этом необходимо за­
давать изменение оптических свойств по всей толщине и в теоретическом 
рассмотрении здесь иногда трудно достичь обобщающих результатов. 
С другой стороны, для применений часто полезно избегать излишней дета­
лизации и рассматривать модель слоя, в котором можно выделить ряд 
однородных слоев. Простейший случай состоит в анализе модели из двух 
смежных слоев с различными оптическими свойствами. Такая задача рас­
сматривалась в ряде работ и приводит к сложным соотношениям. В общем 
виде для случая неизотропного рассеяния света уравнения получены не­
давно в работе А. К. Колесова [61], из которой видны трудности практи­
ческой реализации такого подхода.

Строгие асимптотические формулы получены в работах Т. А. Гермо­
геновой и Н. В. Коновалова [62] и В. В. Иванова [63] для системы опти­
чески толстых слоев, позволяющие сравнительно просто находить харак­
теристики поля излучения на границах и внутри каждого слоя. Возникаю­
щие при этом функции и соотношения аналогичны тем, которые характер­
ны для асимптотической теории в случае одного слоя, но получение соот­
ветствующих простых явных выражений встречается с трудностями.

Метод последовательных приближений. Наиболее простой способ ре­
шения интегральных уравнений теории переноса излучения — метод после­
довательных приближений — по физической сущности состоит в представ­
лении поля многократно рассеянного света в виде суммы компонент раз­
личной кратности рассеяния. Математически этому соответствует разло­
жение решения интегрального уравнения в ряд Неймана. Так, например, 
решение уравнения (29) будет иметь вид

ОО 
^Ь)-Е^Д(т). (70)

л-0

Очевидно, что когда >• мало или когда оптическая толщина слоя невелика, 
этот ряд быстро сходится и метод весьма эффективен. Однако, если '<■ 
близко к единице (а так часто бывает на практике!), сходимость ряда 
очень медленная и использование такого способа оказывается затрудни­
тельным.
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Все же в последнее время интерес к этому направлению возродился 
в связи с тем, в частности, что удается получать при больших п в простой 
асимптотической форме соответствующие члены разложения, например, 
Вп ("). Задачи такого рода обсуждаются в статьях Г. ван де Хюлста [64], 
В. В. Иванова и Ш. А. Сабашвили [65] и В. В. Иванова [66].

Рассеяние света в шаре. До сих пор мы рассматривали перенос излу­
чения только в плоских слоях. Задача о многократном изотропном рассея­
нии света в однородном шаре по математической структуре уравнений 
сходна с задачей о плоском слое. Поэтому в ряде работ известные мето­
ды для плоского слоя успешно применяются к анализу свечения шара (на­
пример, в работе В. В. Соболева [67]). Оказывается, что значения ряда 
величин представляются через фундаментальную функцию Ф (")• Рассея­
ние света о шаре при произвольном распределении источников исследовал 
также Н. Б. Енгибарян [68].

Если не ограничиваться однородными средами, то важное значение 
имеет задача о рассеянии света в сферической планетной атмосфере. Урав­
нения и их приближенные решения получены в работах В. В. Соболева и 
И. Н. Минина ([33], глава XI). Кстати говоря, в задачах о многократном 
рассеянии света в оптически неоднородных средах возникает вопрос о реф­
ракции. Анализ роли рефракции выполнен в статье И. Н. Минина [69].

Заканчивая раздел о переносе монохроматического излучения, заме­
тим, что кроме строгих аналитических решений, о которых шла речь, най­
дены также приближенные решения. Уже в начальных работах К. Шварц­
шильда [1], А. Шустера [2] и А. Эддингтона [4] сформулированы мето­
ды, которые затем были обобщены и развиты другими исследователями. 
Подробное изложение полученных результатов можно найти в книгах 
С. Чандрасекара [8] и В. В. Соболева ([14], глава X; [33], глава VIII). 
Авторы этих ;>киг внесли существенный вклад в развитие приближенных 
аналитических, методов теории переноса монохроматического излучения. 
Построением приближенных аналитических решений задачи о монохрома­
тическом изотропном рассеянии света в плоском слое недавно вновь зани­
мался М. А. Мнацаканян [70].

Как точные, так и приближенные методы широко используются в 
различных применениях теории. В особенности это относится к исследо­
ванию атмосфер планет. Сама теория продолжает развиваться на прочном 
фундаменте изложенных основных принципов и идей. Так, внутренние по­
ля излучения в полубесконсчных атмосферах недавно снова изучались в 
работе В. В. Иванова [71] с применением новых соотношений инвариант­
ности. Получены, в частности, обобщения формул (54) и (55), а также 
указана простая возможность для практического расчета интенсивности 
на произвольной оптической глубине. Аналогичные результаты недавней- 
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мо от этой работы найдены Н. Б. Енгибаряном и М. А. Мнацаканя­
ном [72].

Недавно Р. Рыым [73] использовал строгое аналитическое решение 
В. В. Соболева [35] для составления практического алгоритма расчета ха­
рактеристик многократно рассеянного света в плоском слое рассеивающей 
и поглощающей среды при произвольной индикатрисе, в частности, силь­
но вытянутой вперед. Было показано, что такой метод дает хорошие ре­
зультаты. Значение этого факта несомненно и знаменует собой достиже­
ние качественно нового уровня развиваемой теории, когда она начинает 
эффективно использоваться.

Новые возможности открываются в самом аппарате теории. Так, на­
пример, в работе Э. X. Даниеляна и М. А. Мнацаканяна [74] получено 
выражение для интенсивности излучения в полубесконечкей атмосфере с 
изотропным рассеянием непосредственно через функцию источника без 
интегрирования по оптической глубине.

II. ПЕРЕНОС ИЗЛУЧЕНИЯ С ПЕРЕРАСПРЕДЕЛЕНИЕМ 
ПО ЧАСТОТАМ

Одним из важнейших разделов теоретической астрофизики является 
теория звездных спектров, поскольку большинство наших сведений о звез­
дах получено именно путем изучения их спектров. Теория звездных спек­
тров в сущности основывается на исследовании процессов переноса излу­
чения в плазме. Такие же задачи возникают и при изучении других астро­
физических объектов: планетарных туманностей, расширяющихся оболо­
чек звезд, межзвездной среды, планетных атмосфер, квазаров и т. д.

Однако при этом оказывается, что теория переноса излучения в часто­
тах спектральных линий и полос не может основываться на модели моно­
хроматического переноса, на что указал еще в 1929 г. А. Эддингтон. Даль­
нейшими исследованиями было установлено, что в действительности при 
элементарном акте рассеяния происходит перераспределение излучения по 
частотам. При этом конкретные обстоятельства указанного перераспреде­
ления обуславливаются рядом физических причин. Поэтому в задаче о 
многократном рассеянии кроме изменения направления полета и возмож­
ного поглощения фотон при каждом элементарном акте рассеяния еще из­
меняет частоту, бто значительно усложняет теорию, которая получила 
развитие уже на основе общих приемов и способов, разработанных в иссле­
довании белее простого случая — переноса монохроматического излуче­
ния.

11.1. Основы теории. Здесь мы будем рассматривать не физическую 
теорию элементарного акта рассеяния, а математическую теорию много­
кратного рассеяния. Именно эта часть и относится в сущности к теории 
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переноса излучения в рассматриваемом аспекте. Поскольку речь пойдет об 
аналитической теории, то следует ввести ограничение: будет рассмотрен 
только случай полного перераспределения излучения по частотам, при ко­
тором вероятность излучения фотона данной частоты элементарным объе­
мом не зависит от того, какой частоты фотон был им поглощен.

Пионерские работы в развитии этого раздела, основанные на исполь­
зовании точных аналитических методов и связанные с астрофизическими 
применениями, выполнил В. В. Соболев [75—77]. Сначала исследовалась 
задача о переносе -излучения в планетарной туманности, расширяющей­
ся с градиентом скорости [75], а затем [76, 77] было получено точное ре­
шение задачи об образовании линий поглощения в звездных спектрах. 
Подробное изложение этих работ, а также работ других авторов, относя­
щихся к начальному периоду развития данного раздела теории, содержит­
ся в книге В. В. Соболева [14] (глава VIII).

Основное интегральное уравнение, возникающее в теории переноса 
излучения с полным перераспределением по частотам, имеет общий вид 
(29), ядро которого К (') приводится к форме (30). Первоначальный вид 
ядра уравнения следующий:

Х'(т)=4֊Л С а։(ж)Е1[а(х)т]«/х, (71)
2 .,

где Ех(т) определяется формулой (2), а(х) — безразмерный коэффи­
циент поглощения света в спектральной линии, х — безразмерная частота, 
а величина А определяется соотношением

4. см

А а. (х) с/х =■ 1. (72)

Отсюда вытекает, что математическая структура главных соотношений 
теории и основные методы решения различных задач могут быть взяты из 
общей теории решения уравнений вида (29), которую мы уже рассматри­
вали на примере переноса монохроматического излучения. Это, конечно, 
не означает, что в развитии теории не было сложных задач и конкретных 
трудностей. Дело в том, что поведение ядра (71) существенно отличается, 
например, от поведения ядра (2). Так, если (2) при т 1 убывает по 
экспоненте с ростом то ядро (71) для доплеровской формы коэффициен­
та а (х) имеет в тех же условиях вид

К(-.) = '• - (73)
4 V к ~гу !п '
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В другой форме отличие случаев переноса монохроматического излучения 
и переноса излучения с полным перераспределением по частотам может 
быть выражено в том, что поведение функции Ф (з), являющейся преобра­
зованием Лапласа от функции Ф ('), в комплексной области существенно 
различается. Это главным образом выражается в том, что первому слу­
чаю соответствует Ф (з), имеющая самой правой особенностью полюс, а не 
правый конец линии ветвления, как обнаруживается во втором случае. 
Тем не мепее к настоящему времени достигнут большой прогресс в реше­
нии сформулированной задачи.

Итоги проделанной работы по применению общих аналитических ме-' 
тодов к получению точных и асимптотических результатов для уравнений 
с ядрами (71) подведены в книге В. В. Иванова [27]. Значительная часть 
приведенных результатов получена автором книги, а также Д. И. Нагир- 
нером. Следует подчеркнуть, что в изложении полученные математические 
результаты часто сопровождаются истолкованием физического содержа­
ния с учетом того, что особенности полей излучения возникают при взаи­
модействии с веществом. Это определяет пользу проведенного исследова­
ния для дальнейших конкретных применений к задачам астрофизики.

Простейший случай здесь можно проиллюстрировать на таком приме­
ре. При прохождении слоя оптической толщины '0 в случае переноса моно­
хроматического излучения фотон в среднем испытывает рассеяний, 
тогда как при полном перераспределении (доплеровский вид коэффициен­
та поглощения) всего 1п "0. Это объясняется возможностью для фото­
на при перераспределении перейти в крыло линии, где среда более прозрач­
на. Эффект «проскальзывания։» на большие расстояния в частотах крыльев 
линий — основной феномен, связанный с переносом излучения, когда име­
ется перераспределение по частотам.

Отмеченная математическая полнота исследования основана на ряде 
упрощений, отвлечении от возможных конкретных ситуаций. Например, в 
книге [27] не рассматривается случай неоднородных сред.

11.2. Перенос излучения в неоднородных средах. Случай переноса из­
лучения с перераспределением по частотам в неоднородной среде изучен 
пока сравнительно мало. Можно указать работу Д. И. Нагирнера и К. И. 
Селдкова [78], в которой рассмотрен перенос излучения в линии при усло­
вии, что профиль коэффициента поглощения меняется с глубиной. Недав­
но появилась ровая работа, выполненная В. В. Соболевым и Э. Г. Яновиц- 
ким [79]. В ней рассмотрен перенос излучения в спектральной линии в 
атмосфере, где отношение коэффициента рассеяния к коэффициенту погло­
щения зависит от оптической глубины. При решении этой задачи приме­
няется общий подход, разработанный для случая уравнений вида (29). 
Следует, однако, иметь в виду, что после вынесения за знак интеграла-
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).(•։), чему соответствует условие задачи, получится более сложный вид 
уравнения, нежели (29). Поэтому сначала предстояло сделать обобщение 
известного способа.

Выполнив это, авторы статьи [79] рассмотрели также некоторые 
частные вопросы. Так, для случая переноса излучения в изотермической 
атмосфере исследован вопрос о степени возбуждения атомов. Найден так­
же профиль спектральной линии для излучения, выходящего из атмосферы.

Н.З. Перенос излучения в движущихся средах. Еще один фактор — 
движение — часто необходимо учитывать при решении астрофизических 
задач, связанных с переносом излучения в спектральных линиях. Это 
обусловлено эффектом Доплера при дифференциальном движении различ­
ных областей рассматриваемой среды. Исследование переноса излучения 
при полном перераспределении по частотам в движущихся средах было на­
чато В. В. Соболевым [75]. Затем он же сформулировал основные урав­
нения этого раздела теории [80]. Решением такого рода задач занимались 
в последнее время В. В. Витязев [81] и С. И. Грачев [82]. Полученные 
результаты были применены к изучению планетарных туманностей и ква­
заров.

Заканчивая раздел, заметим, что астрофизические применения часто 
связаны с отдельными спектральными линиями (например, перенос излу­
чения в частотах линии L։ )■ Однако, например, в исследовании атмосфер 
планет дело усложняется тем, что появляется необходимость рассматривать 
перенос излучения в частотах сложных молекулярных полос. Обобщением 
теории на один из таких случаев занимался Г. М. Швед [83].

Нельзя не отметить еще одну работу, по постановке задачи не связан­
ную с темой этого раздела, выполненную В. В. Ивановым и А. Г. Хейнло 
[84]. В ней рассматривается лучистое равновесие несерых атмосфер. На­
помним, что серая атмосфера это такая модель, в которой постулируется 
коэффициент поглощения, не зависящий от частоты излучения. В этом 
случае задача сводится к решению уравнения (1). В работе [84] соответ­
ствующее уравнение имеет ядро типа (30), причем функция А (у) опреде­
ляется конкретной моделью частотной зависимости коэффициента погло­
щения. Оказалось, что полученное уравнение по форме (и не случайно) 
совладает с соответствующим уравнением консервативного рассеяния фо­
тонов в спектральной линии при полном перераспределении по частотам. 
Уместно также отметить, что работа [84] в некотором смысле связана с 
исследованиями В. А. Амбарцумяна [85] и А. И. Лебединского [86].

III. НЕСТАЦИОНАРНЫЙ ПЕРЕНОС ИЗЛУЧЕНИЯ

В настоящее время хорошо известно, что явления нестационариости в 
различных объектах Вселенной не представляют исключения, а довольно 
широко распространены. Поэтому естественным шагом в развитии теории 
14-834
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переноса излучения было начало разработки методов для изучения неста­
ционарных процессов. К тому же достигнутые успехи в решении задач о 
стационарном свечении составили прочную основу для этого. В одном слу­
чае даже оказалось необходимым рассматривать нестационарное свечение 
при решении вопросов, связанных со стационарным полем излучения. 
Речь идет о формировании спектров поглощения в частотах сложных моле­
кулярных полос, неразрешимых на отдельные компоненты. Существо дела 
состоит в том, что решение задачи о нестационарном свечении одновремен­
но позволяет получить функцию, дающую распределение фотонов по дли­
нам пробега в среде.

Теория .нестационарных процессов переноса излучения состоит из 
двух разделов. В первом из них рассматривается случай, когда оптические 
свойства среды с течением времени не изменяются. Исследование такого 
случая составляет предмет теории нестационарного поля излучения. Дру­
гой раздел включает изучение переноса излучения в средах, оптические 
свойства которых изменяются с течением времени.

Ш.1. Основы теории. Систематическое рассмотрение вопросов теории 
нестационарного поля излучения было начато В. В. Соболевым [14] (гла­
ва IX). Сначала в теорию были введены параметры, определяющие дли­
тельность пребывания фотона в среде: —среднее время пребывания фо­
тона в поглощенном состоянии и — среднее время, проводимое фотоном 
в пути между двумя последовательными рассеяниями. Очевидно, что для 
определения порядка величины среднего времени пребывания фотона в 
среде следует умножить + t2 на среднее число рассеяний, испытываемое 
фотоном при распространении в среде. Если полученная длительность ма­
ла по сравнению со временем заметного изменения источников (внутрен­
них и внешних), а также свойств среды, то можно считать, что поле излу­
чения стационарно. В других случаях необходимо рассмотрение нестацио­
нарных процессов переноса излучения.

Далее В. В. Соболев подробно изучил случай модели одномерной сре­
ды, часто используемой в теории переноса излучения для предварительно­
го анализа существенных особенностей решений в особо сложных задачах 
Это делалось не только в теории нестационарного переноса, ко также в 
случае переноса излучения с перераспределением по частотам. При реше­
нии задач в указанных работах применялись как обычные уравнения пе­
реноса излучения, так и вероятностный, подход, который оказался здесь 
весьма эффективным. При получении точных аналитических решений бы­
ло применено преобразование Лапласа по времени.

Затем в работах И. Н. Минина [87—89] использовалось то обстоя­
тельство, что преобразование Лапласа по времени легко находится, когда 
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известно соответствующее решение задачи о стационарном свечении. Если 
ввести обозначения

п=—• ?։ = —^֊>
Т /։ ^1+^8 *1 + ^8

где I— время, то из уравнения переноса излучения находится следующее 
соотношение: 

А ('. V, ?. 5, '•) = / (1+М(։+М)- • (75)

где /(■։, »), ?, л) — интенсивность излучения в полубесконечной среде 
при стационарном свечении на оптической глубине ~ в направлении, 
составляющим с нормалью к слоям угол, косинус которого равен т), 
и имеющим азимут ®, з — параметр преобразования Лапласа по без­
размерному времени и, А (', >), с, 3> /.)—преобразование Лапласа от 
искомой интенсивности излучения Д (т, у, <р, и, /.). Принято, что воз­
действие источников освещения среды носит импульсный характер в 
форме о — функции Дирака. Если слой имеет конечную оптическую 
толщину ч), то при получении преобразования Лапласа по схеме (75) 
следует также заменить *0 на т0(1 + 3։з). Для более сложной геоме­
трии так надо поступать со всеми оптическими расстояниями, входя­
щими в решение задачи. Здесь мы для простоты привели случай од­
нородных сред.

Обращение преобразования Лапласа удается получить в общем виде 
для одномерной среды, что дает точное решение задачи в явном виде 
[87, 88]. Случай неизотропного рассеяния света в одномерной среде иссле­
довал В. П. Гринин [90]. При изучении трехмерных сред [89] находятся 
обобщения различных функциональных соотношений, имеющихся в тео­
рии переноса излучения при стационарном свечении. Рассмотрим теперь 
более подробно некоторые выводы теории нестационарного поля излуче­
ния.

Ш.2. Нестационарное поле излучения. Свойства преобразования Лап­
ласа дают возможность легко получать некоторые общие важные резуль- 
1аты. Так, например, удается выразить интенсивность излучения, при на­
личии поглощения света в среде (' < 1) через интенсивность излучения 
в чисто рассеивающей среде (>■ = 1). Строгие связи такого рода имеются 
в трех случаях: = 1 (?а = 0); = 1 (?! = 0); 0Т = °2 — 1/2. Результат
при Рх = 1 другим, неформальным путем, с использованием вероятност­
ной трактовки исследованных процессов, нашел В. Ю. Теребиж [91].

Далее, простая процедура получается из (75) для нахождения вре­
менных моментов интенсивности излучения. Следует продифференциро­
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вать по 5 известную правую часть равенства необходимое число раз, а за­
тем положить з=0. Разумеется, при практическом выполнении таких дей­
ствий могут возникать конкретные трудности, но важно то, что имеется 
общий и строгий подход.

Пожалуй, наиболее важным действием следует считать получение 
асимптотических результатов при а> 1. Особенно простая процедура мо­
жет быть указана для >• = 1. Дело в том, что разложению по малым 5 пре 
образованной функции соответствует разложение решения о стационарном 
свечении по малым 1 —>•. Так что, заменяя 1 —>• на 5 и произведя обра­
щение преобразования Лапласа, находим поведение искомой величины при 
и^>1. Подробный анализ вопросов, связанных с асимптотическими свой­
ствами различных величин, выполнен в статье В. В. Иванова и С. Д. Гут- 
шабаша [92].

Обзоры результатов, полученных в теории нестационарного поля из-' 
лучения, содержатся в статьях И. Н. Минина [93, 94]..В первой из них 
приведены некоторые применения теории к исследованию нестационарно­
го свечения звезд. В работах Н. Б. Енгибаряна [95] для решения задачи 
о получении распределения по времени вероятности диффузного отраже­
ния фотона от неоднородной среды использован принцип инвариантности.

Ш.З. Перенос излучения е нестационарных средах. Для астрофизи­
ческих применений теории представляет интерес исследование переноса 
излучения в нестационарных средах. Уравнения, определяющие поле излу­
чения в нестационарных средах, можно получить обычными способами, 
применяемыми в теории переноса излучения. Однако нахождение точных 
аналитических решений этих урав1:сн։:й представляет большие трудности. 
Решения получены лишь для одномерной полубесконечной среды. При 
этом в одном случае считалось, что граница среды движется, а в другом— 
что оптическая глубина в каждой точке среды изменяется с течением вре­
мени по экспоненциальному закону.

Свечение среды с движущейся границей исследовалось в работе 
С. А. Каплана, И. А. Климишина и В. Н. Сиверса [96]. Использован ве­
роятностный метод, оказавшийся чрезвычайно полезным в решении задач 
такого рода. Постановка вопросов в [96] возникла при изучении свечения 
на фронте ударной волны, распространяющейся в межзвездном газе. За­
тем В. В. Леонов [97] при исследовании вопросов, связанных с излуче­
нием новой звезды после отрыва оболочки, использовал аналогичную мо­
дель и получил некоторые точные решения.

Задача о диффузном отражении излучении от плоского неоднородно­
го слоя нестационарной среды рассматривалась Н. Б. Енгибаряном [98] 
,с применением принципа инвариантности.
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Наконец, в статье И. Н. Минина [99] рассмотрен нестационарный 
плоский слой с изотропным рассеянием света. Сначала принято, что опти- 
ческая глубина каждого элемента объема изменяется с течением времени 
произвольным образом, а затем особо исследован случай экспоненциаль­
ного закона. Там же указаны результаты, полученные раньше для одно­
мерной среды.

Заканчивая обзор работ по теории нестационарного переноса излуче­
ния, заметим, что в изложении рассматривался только перенос монохро­
матического излучения. Разработанные способы успешно применяются 
также и к случаю переноса излучения с перераспределением по частотам. 
Полный обзор работ, связанных с нестационарным переносом излучения, 
выполнен Д. И. Нагирнером [100]. Там же указаны статьи, в которых сде­
ланы применения к решению задач астрофизики.

* * *

Обзор содержит анализ развития основных направлений теории пере­
носа излучения, в которых существенные результаты получены предста­
вителями ленинградской школы. Сравнительно мало говорится о соотно­
шении этих работ с прогрессом мировой науки в рассматриваемой области 
знания, хотя такие связи существуют и непрерывно расширяются. В ито­
ге можно сказать, что основные методы разработаны и главные результа­
ты в теории уже получены. Однако назначение теории, развитие которой 
определялось постановкой соответствующих задач астрофизики, состоит в 
том, чтобы служить средством для исследования различных объектов Все­
лённой. В настоящее время в связи с открывшимися новыми возможностя­
ми получения наблюдательного материала (и даже новыми объектами 
исследования) намечается оживление и в области применений теории к ана­
лизу конкретных объектов и происходящих в них процессов и явлений.

В качестве примера можно указать на исследования полей излучения 
в атмосферах планет, ведущиеся г.а кафедре физики атмосферы Ленин­
градского.университета. Кстати говоря, наиболее впечатляющие успехи в 
развитии теории переноса излучения за последнее время связаны именно 
с вопросами, характерными для решения задач оптики планетных атмосфер.

Таким образом, теория переноса излучения, которую сейчас уже мож­
но считать классическим разделом математического естествознания, слу­
жит делу эффективного развития астрофизического знания.

Ленинградский государственный
университет '
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THE LENINGRAD SCHOOL OF THE THEORY 
OF RADIATIVE TRANSFER

I. N. MININ

A review of publications on the theory of radiative transferas a 
section of theoretical astrophysics has been made. The attention has 
been concentrated on the results obtained by the scientists of the 
Leningrad University Astronomical Observatory. Monochromatic radia­
tive transfer, radiative transfer with frequency redistribution and nbn- 
stationary radiative transfer are considered. Papers describing funda­
mental ideas and new methods have been specially pointed out. Results 
of primary importance for further development of the theory and its 
applications have been presented.
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