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Рассмотрена модуляционная неустойчивость тугозакрученнон спиральной волны 
плотности в дифференциально вращающейся плоской подсистеме галактики. Выведено 
уравнение, описывающее нелинейную динамику амплитуды спиральной волны. При ти­
пичных параметрах спиральный узор неустойчив относительно роста модуляций с ха­
рактерным размером больше критического. Время развития неустойчивости меньше или 
порядка времени одного оборота системы.

1. Введение. В большинстве работ, посвященных волновой теории спи­
ральной структуры, которая наиболее успешно объясняет комплекс имею­
щихся наблюдательных данных [I—5], динамика спиральных волн рас­
сматривалась в линейном приближении.  Связано это с относительной ма­
лостью вариации возмущений в спиральных рукавах. Так, например, по 
данным Швейцера [6] вариация поверхностной плотности звезд в спи­
ралях не превышает 20— 30%. Однако хорошо известные примеры нели­
нейной динамики волн в жидкостях и газах показывают, что, несмотря на 
относительную малость возмущений, нелинейные эффекты могут оказать­
ся существенными. Численные эксперименты Миллера [101, в которых 
наблюдалось нелинейное взаимодействие спиральных гармоник при ма­
лой (<. 10%) амплитуде, прямо указывают на важность учета нелиней­
ных эффектов в динамике спиральной структуры. Поэтому естественным 
является появление работ [11—15], посвященных исследованию нелиней­

*

* Нелинейные эффекты учитывались при нахождении отклика газа на гранисацнои- 
ное поле спиральных рукавов [7. 8] и в движении звезд вблизи резонансов (см., на­
пример, [9] ).
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ной динамики волн в гравитирующих средах. В частности, в работе [11] 
исследована модуляционная неустойчивость плоских волн в однородном 
твердотельно вращающемся диске, а в работах [13—15] рассматривались- 
нелинейные стационарные решения солитонного типа.

В данной работе исследуется модуляционная неустойчивость нелиней­
ной тугозакрученной спиральной волны в дифференциально вращающем­
ся газовом диске. В разделе 2 выведено основное уравнение, описывающее 
нелинейную динамику огибающей тугозакрученной спиральной волны, 
которое совпадает с известным нелинейным параболическим уравнением. 
Исследование его на устойчивость, проведенное в разделе 3, показывает, 
что при параметрах спиральной структуры, принятых в моделях Лина 
(см., например, [5]) и Марочника и др. [16], спиральный узор оказы­
вается неустойчивым относительно роста модуляций с достаточно боль­
шим характерным размером. Время развития неустойчивости меньше ли­
бо порядка времени одного оборота системы.

2. Нелинейная динамика спиральных волн. В качестве модели пло­
ской подсистемы галактики рассмотрим однородный дифференциально 
вращающийся диск с постоянной дисперсией скоростей, удерживаемый в 
равновесии гравитационным полем более массивных подсистем. Возбуж­
дение в такой системе тугозакрученной спиральной волны приводит к от­
клонению величин от равновесных значений. Представляя все величины в

виде / = /о + / и не предполагая малости / по сравнению с /0, полу­
чим следующую систему уравнений для отклонений от фона:
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В системе уравнений (1)—(4) все величины приведены в безразмерном 
виде:

'72о('д)
радиальная и азимутальная возмущенные скоро­

сти; / = 20(гд)/; г = г/г£—безразмерные время и радиальная коор­

дината; с = с/г^0 (г£) — дисперсия скоростей; Ф = Ф/[г£20 (г£)]2—воз­

мущенный потенциал; 20=’20/20 (г£)— угловая скорость плоской под­

системы; я = а/о0 — поверхностная возмущенная плотность; Ь = 

— 2"Ся0/гд2и (г£). Здесь — некоторый характерный масштаб, кото­
рый будет конкретизирован позже. Заметим, что при типичных зна­
чениях параметров плоской подсистемы безразмерная дисперсия ско­
ростей мала, с<^1. Это позволяет в системе уравнений (1 )- (4) члены, 
пропорциональные квадрату дисперсии, рассматривать в линейном 
приближении.

Рассмотрим тугозакрученные волны, для которых кг 1, и предпо- 
с- 

ложим, что амплитуда возмущений не слишком мала, |к|2 ——’’ 
кг

------ - (Следует отметить, что при стандартных параметрах плоской под­

системы с2; Ь <С 1. Поэтому приведенные неравенства заведомо выполне­

ны). Эти предположения позволяют пренебречь членами — — > и систе- 
г 

ма динамических уравнений упрощается:

/ д(я-+в" д \. ду ОФ даГ)
с ~дг

/ д1____ ! О
\ 01 ■ “°

д >
0? >
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/ д
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(5)՝
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Будем рассматривать случай слабой неоднородности, не учитывая 
производные равновесных величин в нелинейных членах. Выражая из 
уравнения (5) и., подставляя в уравнение (6) и исключая возмущенную- 
плотность, с помощью уравнения неразрывности (7) получим:
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где

- дФ
u\v'drJ dr ' dr

d2V •'i-
4՜ z2u — 4֊ c2Q0L■ r dr՜

dv <)Ф
LVr^Vr-d^ + ~d7 +

d2vr 
drdf = О, (8)

д

d 
dt

' — Y ° dv )

Для исключения возмущенного 
между возмущенным потенциалом и 

потенциала 
плотностью

воспользуемся связью
(Приложение, выраже-

ние (9П)). Тогда члены, содержащие возмущенный потенциал, могут быть 
представлены в виде

, дф д2Ф f dsL------v ------- — — ibLi — ibv -----
dr r dr2 dr

(9)

Подставляя (9) в (8) и исключая возмущенную плотность, с помо­
щью уравнения неразрывности (7) получим окончательное уравнение в 
виде

dv v --- -
r dr

d
'~(h-

dvr
ib —---- 1- ibi.dr

d ~ , / dv \
+ v—L՜ Ч — ' dr \ dr /

Будем искать решение (10) в виде

dv
Lv 4՜ v —r- r ' dr

dvr ,

<j՝v| О о I

: х’и<- с՜ dr«

dr 
dv d2v

-r֊1- =0. drd®

(Ю)

vr = v0 + + v2e2^ + к. с.,

где V ,։ (г, 0 медленно меняющиеся комплексные амплитуды, 
чем | и0 I ~ I г>2 I — 1*Л  |г, Ф = <՛>( 4 тЧ 4՜ Ф (г), а дФ/дг = к (г} 1, 

(П)

при- 
что

соответствует обычным предположениям ВКБ-теории. Подставляя (11) 
в уравнение (10), получим после некоторых преобразований.
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Здесь

2к (ш 4- тп20)
«о =---------------- - -------------

X՜

1
2Ьк - Зх2

3£2(«> + лп20) — ыг-
<«+ т20

■иг.

(13)

(14)

б*«> 2с2А — Ь
дк 2(ш+т20)

(15)

Выражая в уравнении (12) амплитуды нулевой и второй гармоник с 
помощью (13), (14) и преобразуя вторые производные амплитуды основ­
ной гармоники У|, приходим к уравнению

,^и։ 

д(
. ду.— 1ив----- —

дг
1՛ див 1 ди„ д2у,------- - V, =----  

2 дг 2 дк дг-
(16)Ь а I «112 = 0.

где

к2 ) 1 4Ьк + Зх2 (ш 4- /п20)г 
ш 4֊ 7п20 I 2Ьк — Зх2 х2

ЗЬк
2Ьк - Зх2

Зк2с2-2Ьк \] 
6(ш 4- тп20)2 /1

(17)

Уравнение (16), которое описывает пространственно-временную эво­
люцию огибающей тугозакрученной спиральной волны плотности, являет­
ся известным нелинейным параболическим уравнением, возникающим в 
широком круге задач нелинейной теории распространения волн [17]. Пре­
небрегая в уравнении (16) нелинейностью и членом со второй производ­
ной амплитуды, описывающим расплывание пакета вследствие дисперсии 
групповых скоростей, приходим к уравнению

ду? д

Это уравнение показывает, что в линейном приближении пакет тугоза- 
крученных спиральных волн должен распространяться радиально с груп­
повой скоростью — результат, хорошо известный в теории спиральных 
волн [18—20].

В пренебрежении неоднородностью фоновых величин уравнение (16) 
совпадает (с точностью до вида коэффициента а) с нелинейным уравне­
нием, полученным в работе [11], в которой рассматривалась динамика 
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плоских гравитирующих волн в однородном твердотельно вращающемся 
диске*.

* В работе Нормана [15] также рассматривалась нелинейная теория спиральных 
волн в приближении тугой закрутки. Однако полученное в работе [15] уравнение для 
огибающей возмущения (см. формулу (64) работы [15] ) не описывает в линейном 
приближении радиального распространения пакета с групповой скоростью. Кроме то­
го, солитонное решение этого уравнения (формулы (65), (66)) не удовлетворяет усло­
вию периодичности по углу V.

3. Модуляционная неустойчивость. Предположим, что в галактиче­
ском диске возбужден тугозакрученный спиральный узор, поддерживае­
мый в стационарном состоянии некоторым механизмом. Допустим также, 
что на спиральную волну с частотой °>> волновым числом к (г) и амплиту­

дой «10 (г) наложено малое возмущение <? vi0 с частотой х и волновым 
числом <  к (модуляция). Рассмотрим вначале влияние неоднородности 
системы на рост модуляций, пренебрегая нелинейностью и дисперсией 

групповых скоростей. Считая, что 1’1 — е и подставляя в уравне­
ние (18), получим

*

То есть неустойчивость амплитудных вариаций имеет место, если 
■ди1/дг^>0. Причина роста модуляций состоит в следующем: если направ­
ление распространения пакета противоположно направлению возрастания 
групповой скорости в неоднородной среде, то передний (по движению) 
край пакета будет отставать и усиливать модуляцию в максимуме, соот­
ветственно заднее крыло пакета, догоняя, также увеличивает максимум 
.амплитуды.

Для спиральных волн плотности

dug _ сг 2 (ш 4 гпЪ10) mQo — 2хх' “2сгк — Ь 
dr ш 4-7п20 2с2£— Ь 2 (ш 4֊ /п20)՜ m °՜

Пренебрегая для оценок самогравитацией газа (2с ~ к ' Ь), получим:

1 dug x5m20— («> 4֊ m^0) хх'
‘ 2 dr 2£(u> 4՜ m20):

Полагая и» 4՜ mC’o ~ х и х' •—х/г, находим для времени развития не­
устойчивости:

f ~ к (о> 4- mQ0)
хх' X
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Таким образом, время развития неустойчивости велико и составляет 
десятки оборотов галактики (кг 1). Следовательно, влиянием неодно­
родности на рост модуляций можно пренебречь.

Рассмотрим влияние нелинейности на развитие модуляционной не­
устойчивости. Будем считать, что установившееся распределение ампли­
туды определяется уравнением

• / <^10 1 1 Ои, О I 12 Л' {- О 7Ги։”) ~ ^7 77 + 1 г’։01 и։о = °- (20)
\ Ог 2 Ог / 2 Ок Ог՝

В уравнении (20) ц։о = г»ое'"' — комплексная амплитуда. Возмутим 
слегка стационарную амплитуду и фазу:

«х = (ч> + *)в'Ф,+'Ф; 1И«1г'о1; |Ф|«|Фо1- (21)

Подставляя (21) в уравнение (16) и отделяя действительную и мнимую

1 ^7 1 \части в предположении • — ֊— < -тт- —:—(фоновая неоднородность мала), 
р» О Г iq О Г

получим:

dv dv 1 dug д'-Ф _ u։------------------— i'o---- = 0, 
dt------- dr 2 dk dr2

0Ф <><!> 1 du, d'-v
-- v° ~7 1 UgV° 7--------7 77 T7dt dr 2 dk dr՜

(22)

3tk2v2v = 0.

n /h /*/+»ЖГ11редстав.\яя возмущенные величины в виде к» Ф— е , приходим 
к дисперсионному уравнению для возмущений:

, | 3 dug , , / 1 dvs\J 5 1/2 znoiv = zu + z I — a---- v„ -r (---------- ) z- • (23)‘ | 2 dk ° \ 2 dk J

Из уравнения (23) следует, что при i (dug/dk) 0 и достаточно
малых х<^х,р., где

*«Р-
.^7֊ .du, 1/2I 6 V0 Я/--Л .

(tk
(24)

модуляции экспоненциально растут со временем — результат, хорошо из­
вестный в теории нелинейных волн (см., например, [21]). Волновое число 
модуляции, растущей с максимальным инкрементом, равно

1
* ~ /2՜ х'р- (25)



280 В. И. КОРЧАГИН. П. И. КОРЧАГИН

Максимальный инкремент соответственно равен:

3 <)ив
2՜ ~дк1т»

■1 2 X1 <4? Г՞՛. — х2 I--------- - I I •
0 \ 2 дк / I

(26)

Оценим параметры модуляционной неустойчивости для различных мо- 

делен спиральной структуры. Положим в (1)—(4) гд = Ю кпс, У0(гд) = 
= 25 км/с-кпс и примем для параметров спиральной волны и диска значе­
ния, следующие из теории Лина и др. (см., например, [1]):

2, - 13.5 _2^к; х - 31.5 л = 4 кпс;
с ■ кпс с • кпс

оо км лл М. е кмс — 22---- ; з = 40 —-; и,, = о-------
с пс2 с

При таких значениях параметров спиральный узор оказывается не­
устойчивым относительно роста модуляций с достаточно большой длиной 
волны I. > л,р. = 5.5 кпс. Длина волны модуляции, растущей с макси­
мальным инкрементом, соответственно равна >т» = 8 кпс, а характерное 
время развития неустойчивости, соответствующей максимальному инкре­
менту, оказывается равным ~ 2- 10ч лет. т. е. порядка времени од­
ного оборота системы. При значениях параметров узора, принятых в [16] 
(см. также [22]).

= 20 км/с-кпс, /. = 4 кпс; х = 40 км/с кпс, с = 10 км/с, «0 = 8км/с.

Критическая длина оказывается равной '«₽. ~ 6.5 кпс, /ш» = 9 кпс, 
а время развития неустойчивости для возмущения с максимальным инкре­
ментом <1т» ~ 3-10' лет. Таким образом, при общепринятых значениях 
параметров спирального узора модуляционная неустойчивость имеет ме­
сто, причем ее характерное время достаточно мало—порядка или мень­
ше времени одного оборота системы, что существенно меньше времени 
стягивания пакета к центральным областям галактики.

Отметим, что при 2хс>6 отношение я/-^^ отрицательно при 
дк

и модуляционная неустойчивость для сильно коротковолновых возмуще­
ний всегда имеет место. Этот результат качественно согласуется с резуль­
татом работы [11], в которой показано, что плоская волна в бесконечно 
тонком, твердотельно вращающемся диске неустойчива относительн раз­
вития модуляций при больших волновых числах.

В заключение получим критерий нелинейности спиральных волн плот­
ности, основываясь на качественной картине модуляционной неустойчиво­
сти, изложенной в [25]. Пусть для определенности 0. Тогда в обла­
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стях А, А' промодулированной волны на рис. 1 фазовая скорость боль­
ше. а в области В меньше. Это приводит к сжатию участка АВ и растя­
жению участка ВА'. Так как фазовые скорости волны в точках А и В рав­
ны соответственно иФА = оф0 + а°£о։/£> 4|>в = уфо ~ ’а^1п то измене­
ние волновых чисел за время Д/ будет:

а
А

£ва՛ ~ & (1 - а֊Д/
\ М

где /V—число волн, укладывающихся на участке АВ (&ЛАВ ~ /V),

Рис. I.

Можно считать нелинейность существенной, когда за время Д/ — 1.хъ иг 
изменение групповой скорости вследствие нелинейного сжатия и ра­
стяжения участков АВ и ВА' порядка групповой скорости:
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то есть учет конечности амплитуды волн необходим при

___

------ - I 
Ок

1/2 (27)

Подставляя линовские значения параметров узора, получим а2~5п;0. 
Качественная опенка также показывает, что уже при амплитуде узора в 
несколько процентов нелинейные эффекты могут оказать существенное 
влияние на его динамику.

П риложение

В приближении кг 5> 1 уравнение Пуассона имеет вид:

О2Ф д2Ф 
дг2 + дг2 = 2М(Д (1П)
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■Следуя [11]. рассмотрим диск конечной толщины 2Н. Тогда

^”Фои1 । ^“Фои! _ \г\>Н, (2П)
дг2 ’ дг2

о»2Ф-,„ , д2Ф!п о, 
. •> ’1 я 2 -аг“ Ог

(ЗП)

где р—объемная плотность диска.
На границах справедливы соотношения:

Ф1п (г = ± //) = ФОи։ ( г — + Н\, ^Ф|П с’Фоие
дг : и дг

СФ;,. 
дг

_ <?Ф|„ 
г=н дг

= 2Ь՛. (4П)

Определим связь между возмущенным потенциалом и возмущенной плот­
ностью. если последняя имеет вид

О = ао + а1е + 3*е >
причем дЬ)0г = к (г); д2\>)дг2 — к' (г), т. е. в отличие от [11] будем 
учитывать медленную зависимость волнового числа от координаты г. 
В силу линейности уравнения Пуассона будем искать решение для 
каждой из гармоник в отдельности. Для нулевой гармоники

֊^2Ь~^(гУ (5П)
0г

Это уравнение определяет потенциал простого слоя с плотностью а». 
Поэтому Ф° —* 0 при |д|—0.

Для нахождения потенциала, определяемого вторым слагаемым, вы­
делим медленно зависящую от г амплитуду:

Фои1 = Фои1 (г, г) е՛.

Подставляя в уравнение (2П), получим для амплитуды:

I -г-» — к- I Ф„и։-Ь 21 к---- -------- р —-—т.---- 1- гк Фои։ '1 = 0. (611)\ Ог / иг \ 0г՜ /

В (6П) к мало, так что поправки за счет к' учитываются только в 
третьем порядке. Решая (6П) методом последовательных приближений и 
учитывая граничные условия (4П), получаем:

.(н ( • д 0^1 , . ок - д аЛ /*т\
Ф ՛ = (----- 1 — ։ -72 + 1 “7Г °։ + Та ) е ■ (' П)\ к к'дг к3 к3 дг/
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Из (7П) следует:

ОФ.п’ .,֊ ,
—ч— = — tbj,e dr 1

Аналогично получим:

<?Ф1п Иф—— = — ibi»e .Or

Поэтому можно записать:

<ЗФ 
дг

= — ib ( =ie' (8П)

Учитывая, что ®о—медленно изменяющаяся величина второго по­
рядка малости, можно записать: 

" дФL— = -ibL
Or

d'-’Ф да
дг2 дг

(9П)

откуда приходим к (9).
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THE MODULATION INSTABILITY OF SPIRAL 
DENSITY WAVES

V. I. KORCHAGIN, P. I. KORCHAGIN

The modulation instability of tightly wrapped spiral density waves 
in a differentially rotating flat subsystem of galaxy is considered. The 
nonlinear equation determing the evolution of the amplitude of spiral 
density waves is obtained. For the typical parameters of spiral pattern 
instability occurs if the space scale of modulation is larger than the 
critical one. The time scale of instability is less or equal to the time 
of one revolution of the system.
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