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Исследуются вспомогательные функции, являющиеся обобщением функций Амбар­
цумяна ? и ф на случай анизотропно рассеивающей двуслойной атмосферы. Показано, 
что при заданных значениях нндексоп ։ н т независимыми являются три вспомогатель­
ные функции. Для них получены линейные интегральные уравнения Ядро и свободные 
члены атнх уравнений выражаются через оптические характеристики слоев, составляю­
щих рассматриваемую атмосферу.

1. Постановка задачи. В предыдущей работе автора [1] была рас­
смотрена задача об определении коэффициентов яркости двуслойной атмо­
сферы. состоящей из верхнего слоя оптической толщины т։ и нижнего слоя 
оптической толщины т,. Считалось, что вероятности выживания квантов 
при элементарных актах рассеяния в этих слоях равны соответственно X, и 

а индикатрисы рассеяния — х,(у) и х3(у). Оптическая глубина т точек 
атмосферы отсчитывалась от внешней границы верхнего слоя. Предполага­
лось. что атмосфера освещена параллельными лучами, падающими под 
углом arc cos £ к нормали при азимуте <ро = 0 либо сверху на поверхность 
г=0 (/= 1), либо снизу на поверхность т = т։Ч֊т։ (/ = 2). либо на поверх­
ность т=т։. сверху (/ = 3) или снизу (/ = 4) и создающими освещенность 
nS перпендикулярной к ним площадки. Интенсивности /д(т, 1], £, q>) 
диффузного излучения, распространяющегося на оптической глубине т под 
углом arc cos ij к внутренней нормали при азимуте <(, и соответствующей 
функции источнков 1), £, q) приписывались индексы / и ft, обозна­
чающие соответственно номер задачи (/= 1. 2, 3, 4) и номер среды (А’= 1 — 
верхний слой, k — 2 — нижний слой).

Если индикатрисы рассеяния хм(у) разложены в ряды по полиномам 
Лежандра Р, (cos у), т. с.
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= 2Х,»^<СО’Т), (I)
/-0

то интенсивности диффузно отраженного излучения /,։ (0, — ?),
диффузно пропущенного излучения /,7(-։ 4՜'2, -h уь г) и диффузного 
излучения на границе двух слоев /,« ('։, ± %՛, С, ф) ֊ /д(тр .)
представляются в виде

/,։ to, = 5: | и "(■•„:)+ 2 2 к" <с cos m? р)

~т„ ?) = sc| №'՛;(՛., :> + 2 £ U>7(T1, С)со։т?|. (31

Л» ('1, — Ч> с> «) = | oJ(T<. •) + 2 У V" (Ч, :)cosm? |. (4)

Л*(*1. +Ч- ?) •S-I “•?(’<• ■՝ 2 2 U'7(T„ С)со»т? !• (5)

где п — наибольшая из величин п։ и ла> а коэффициенты яркости 

^"'(7и ’)• *) и ш7(г4, *) определяются формулами:
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Здесь — коэффициенты разложения функций источни­
ков («, *i, Ct ’?) в ряды по косинусам углов, кратных азимуту 
а именно,

rit С, ®) = £/*(', т„ С) 4-2 У('. т}« C)cosm?. (Ю> 
т-1

Для коэффициентов яркости в работе [1] были выведены формулы, 
выражающие эти функции двух угловых переменных через следующие 
вспомогательные функции одной угловой переменной:

1
p'G) = PTQb„(o, o + 2:(-i)"+"M ^РГ(ч) V7(rh (п> 

о

։
сг,с) = р;՝о + ֊.„ с։ + т.(-1)1—•>•'•՛>Срг(ч) jr-(Ti, у </*., (12>

/50- Р" (С) 6,2 (:>, ’.) + Г.( - [рГЬ) V;(Ч, С) </’. +

б

4 (13).
Ж(-1)“ \РГ(>!)ш7(ч,

й С) = /5 (с ) + 1»Я - М РГ (О. (14)

где Р? (I) — присоедененные функции Лежандра. £//— символы Кро­
некера, а функции 6/*(“,С) равны

(“• ’) — ’) ~ е • ^г։ (’>■•) — ^22 С՜» •) — е •

бз։е,:) = о. 6лге,:) = е 64,(т,С) = е 6<8(Т,С) = О.

В настоящей работе будут получены интегральные уравнения для вспо­
могательных функций. Будет показано также, что при заданных значениях 
»’ и /и из 12 вспомогательных функций независимыми являются три, через- 
которые выражаются остальные 9 функций.

2. Связь функций источников двуслойной атмосферы с функциями 
источников однородных атмосфер. Обозначим через С* (т, т], С. ф) (^=1: 2У 
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функции источников однородных атмосфер с оптическими толщинами т*. ве­
роятностями выживания кванта при элементарном акте рассеяния Л* и ин­
дикатрисами рассеяния х*(у) ПРИ условии, что эти атмосферы освещены 
параллельными лучами, падающими сверху, а через D*(t, q, £, <р)—соот­
ветствующие функции источников при условии, что атмосферы освещены 
снизу.

При помощи известных методов теории переноса излучения, изло­
женных, например, в книге В. В. Соболева [2], для коэффициентов 

С? (ь 7։, С) и D? (', Т|, I) разложений величин С*(х, т(, <р) и Dh(~, т„
С, <р) и ряды по функциям cos/и? (т --0; 1; 2;...; п) можно получить 
следующие интегральные уравнения:

СГ(т, т„ ',) = ± (>(,, т/)СГ(< -.)е ՛■ А' +

+ -֊ 5>“(Ги :>е ՛, 
4

О"(т, т(, :)=-у т,') £>”(<,»/, С) е ~7՜ +

о о

+ -V.C)e ’■ -֊-4՜ <17’

о

+ -~SP?

где

/ ’Я!

(| — т)!
(։’+ т)!

(18)

При выводе уравнений (16) и (17) учитывалось отсутствие внешнег > 
диффузного излучения, падающего на граничные поверхности рассматри­
ваемых однородных атмосфер.
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Получая аналогичные уравнения для функций ^9Д(т, 7], £), следует 
учитывать, что каждый из слоев двуслойной атмосферы освещается не 
только прямым внешним излучением, но и диффузным излучением, выхо­
дящим из другого слоя. В результате находим; что величины В™к (т. 1]. £)> 
удовлетворяют уравнениям

т I --г*
#71 (У = -у I <1՜' РТ В" У е ՛ -77 + 

О о

'• 1

4 М* .1՝р? <т" “’՛? и՛՛ :>е՜ ’՛ ¥+
0 ՛ -,֊л («’)՛

+ -- ֊5՝ \ РГ - V) V՞ К, У е +

+ 4 5₽Г('.. <-1)'4"У6„.(-., У.
4

+ -^5рГ(’.. (-1^։У6Л(^С). 
4

Интегральные уравнения (19) и (20) отличаются от уравнений (16) 
и (17) свободными членами, причем свободные члены уравнений (19) и 
(20) являются суперпозициями свободных членов уравнений (11) и (12), 

следовательно, величины В”՝к(“, У) связаны с величинами Ск(~, *1. ») 

и Ок (“. тй *) следующим образом:
1

Вл(-. У -2'. 07 (-, О«7 (г/, 

г (21 >

+ С7 У 6,1 (0, ’) ('.,1 ■ 4,,) + О" ('> ч, У 6)1 ("։, У + ?/,),
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«7։ Л. = 2՜. у С՞ (֊., т„ г/) и>7 (г/, С) </,/ +

" (22)
Ч- с? (', 6/2 (*, С) 0д 4֊ &У3) 4- /)" (’, т4» С) Ьд (х։ 4- "։, С) (••д {- г*д).

Отмстим, что подстановка выражении (8) и (9) в формулы (21) и (22) 

приводит к системам интегральных уравнении для функций (“. т.. ') и 

Вд (Ь та С).

3. Связь коэффициентов яркости двуслойной атмосферы с коэффициен­
тами яркости однородных атмосфер. Обозначим коэффициенты отражения 
и пропускания света для верхнего слоя исследуемой двуслойной атмосферы 
через р,(л. С) и о։(П. £). а соответствующие величины для нижнего слоя — 

через р։(т„ С) и з,(тй С). Если (л. ') и а4(т„ С) (* = 1; 2) представ­

лены в виде

Ги (ти -) = Й (т.» ՝) 4՜ 2 2 <т“ *) СО5 т^>
я»—։

’.(Ч. ՝) = ’’(’).•) ±2 2 =Г<Т- •)«>։">?. (24)

то для величин р* (-) и (т„ ") из уравнений переноса излучения 

получаются выражения

(25)

(26)

т,. -)е

Подставляя (21) и (22) в (6)—(9) и используя (25) и (26). находим
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V? (Ч. ') — ”7 (Ч. -) е ' = ('" (ч> С) Ь,1 (0; С) (4/1 + \։) —
■ (27)

+ ’Г (ч. •) Ь,\ (-|, С) (ор 4- 43) + 2 07 (ч, ч') "7 (ч.') ч'</ч'.
О

В'7(Ч. ') — «7 (Ч. ') е ’ — (ч. ’) Ь,1 :) («л + 4р) —
, (28)

+ р?(ч> ')А,։('1 + ՜։. ') ('-о+ '֊,.<) *-2^ ։’(ч> Ч')«7<ч'. ')ч'</ч'.
6

։’7(’" •) = )'”(ч. •)4)։(*и ’)(4/1 + 'оз) +
, (29)

+ (Ч. '•) Ьа(-, Е '.) (4д + М 2 Ур? (Ч. 4՛) и'7 (Ч՜. ’)Ч'</Ч'.
О

«՛” (ч> ՝) = (ч. •) (0. •) (''А + '-уз) +
, (30)

+ (<7<Ч. >)6л(з, ч)(4р+М 2 ?”(Ч. ч')»7(ч'> С)ч'</ч'.

6

Формулы (27)—(30) связывают коэффициенты яркости И7 (ч> •)> 

1Т,’"(՛,, '.), ։>,”(>;, ^) и ш7(ч. •) двуслойной атмосферы с коэффициен­
тами яркости рр(г„ ') и »7 (ч. •) однородных атмосфер.

4. Уравнения для вспомогательных функций. Выведем уравне­

ния для функций Г" (ч)> <л(7(ч). /о(ч) И 8”(ч). определяемых фор­

мулами (11)—(14). Умножая обе части уравнений (27)—(30) на РТ 
интегрируя по от 0 до 1 и используя формулы (11)—(14). получаем:

р,1 (ч ) = ?" (Ч) + /7" (ч ) е + 2ч I °՞(ч. 4՞)Го (ч'></՛.՛,

Го ('.) = Гм (ч ) е ՛ + 24 р7 (Ч. Ч') ГЛ (т,՛) </ч', 

о

(31)

(32)
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ЛзО։) = 21(-1)'՜' (1. V)Л5Ю</1', (33)

6

1
Л"(1) = ■)"(1) + 21(— ։)'”(* ։•"(!. V)Л"(34) 

О

1
СпМ 03(1) е ՝ + 21 [ -Г (1, <) 03(г,•)</,,', (35)

О

б/5(г<) = Т42(т<) 4՜ б’н(^) е 4* 2'. За (^» ’“/) С3('/) <^ГЛ (36)

V

1
ОЗ(1) = »п(1) + 21(- 1)”ж ^у(т1, т/)ОЙ(г/)</гЛ (37)

о

1
О3(7,)=2ч(-1)'*’ £?”(!» ч’)<?5(ч'Ич', (38)

О

■» I
/Я(7|)=/Я(1>е ՛՛ +21 =-(1, 1')/3(1')</1', (39)

О

-21 1
«3(0 = «н(т*՝е ’’ +21 о?(1, 1') «3(1') </՛;, (40)

О

1
/8(1) = ЯГ(1) + 21(֊1)' ” [^(1, 1)«з(1')</1', (41)

О

I
«ЗИ) = А”(1) + 21(- 1)'’” [-<֊?(!, 1')/,"(1')</1', (42)

о

где г 3(1) 11 Лч (■'՛>) “ функции Амбарцумяна—Чандрасекара (см., напри­

мер, [2]), связанные с величинами :-”(1, 1) и «”(1, соотношениями
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(ч) = РТ (ч) + 2 ч । Р7(— ~):-Т (ч. ■> (43)

1
Жч) = РГ(ч)е~-г2ч [яг 144»

О

Подставляя (33), (38) и (42) соответственно в (34) ,(37) и (41), при­
ходим к следующим линейным интегральным уравнениям для функций 

/■,7(4), Сп (ч) и/п (ч):

1
Л7 (՛,) = Я (ч) + 2ч |՝Л7(ч')<2"(ч. (45)

(I 

1
а" (ч) = Я (ч) + 2ч [о;3(0 (?’ «, ч)</<։', (46)

6'
1

Л"(ч) = Жч> + 2ч р.»(О<2"(< ’,)</<. (47)

6

где
։

0՞ (ч, :> = 2 [ Я (ч. ’/) С. ч') ч'</ч'. (48)

6

Таким образом, мы видим, что при фиксированных значениях ։ и Ш не­
зависимыми являются только три вспомогательные функции, а именно, 

Ги (/,), б/зС'Л и /Л’(^). Через них выражаются остальные девять 
вспомогательных функций.

Следовательно, если известны оптические свойства двух однородных 
сред, составляющих рассматриваемую нами двуслойную атмосферу, то ко­
эффициенты яркости этой атмосферы можно найти следующим образом. 
Решая линейные интегральные уравнения (45). (46) и (47). мы опреде­

ляем величины Г/7 (т<). СЛ(г,) и /а (л)- Затем по формулам (32), (33), 

(35), (38), (39) и (42) вычисляем функции /*՝"(’,), Лз (у,), С,Г ( *,), 

С,7 (л). (7.) и ^н(т4). Зная функции Л,? (г,), (л) и #н(»1). по фор­

мулам (31), (36) и (40) находим величины Л7(^), <7,2 (\) и После 
вычисления всех указанных вспомогательных функций по формулам, вы՜ 

веденным в работе 11], рассчитываем коэффициенты яркости ’),
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И71т (՛,, С), ») и ш? (г„ ^), а по формулам (2)—(5) интенсивности
диффузно отраженного и диффузно пропущенного излучения, т. е. 
/н (0, т<, С, ?) и /։. (-։ 4- '2. т„ •» ?)» а также интенсивности излучения
на границе двух слоев, т. е. /:э ("։, т„ ?) и /п('։, •).

Отметим, что если в выведенных в работе | 1] ив настоящей статье 
формулах положить Х,=А. и х։(у) = х.(у). то их можно использовать для 
расчета интенсивности излучения внутри однородной среды.

В дальнейшем автор предполагает обобщить полученные результаты 
учтя эффекты отражения и преломления света на границе между слоями.

Ленинградский государственный 
уннперентгт

BRIGHTNESS COEFFICIENTS FOR TWO-LAYER ATMOSPHERE 
AT ANISOTROPIC SCATTERING. II

A. K. KOLESOV

The auxiliary functions which are a generalisation of Ambartsu­
mian’s functions <? and j for the case of anisotropically scattering two- 
layer atmosphere are considered. It is found that at given values of in­
dices i and m there are three independant auxiliary functions. The li­
near integral equations for these functions are derived. The kernal and 
the free terms of these equations are expressed in terms of optical 
characteristics of the atmospheric layers.
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