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Получены инии.и нм1потич<ч кне решения задачи переноса излучения н слое коисч*  
и >>пгич1ч:кпн толщины для консервативного случая монохроматического рассеяния со 

I 1ИЧГ1КОЙ ИНДИ1 атрнсой Эти решения по существу являются асимптотическими, и > 
"•лее точными, чем асимптотические решения Соболева, и практически применимы для 

он любом томи ины. При больших толщинах квазиаснмптотические решения переходя г 
и шестные асимптотики Соболева

1. Введение В недавней заметке | 1| автор установил принципиальную 
м< юность сведения задачи о диффузии света в слое конечной оптнчс- 

кой толщины к соответствующей задаче для полубесконсчного слоя. 11дся 
ыьлючается и том. что к рассматриваемому слою конечной толщины мы» 

• нно добавляется пилу бесконечный слои. В результате того, что суммар 
• ан среда также является иолубесконечнои, решения задач для конечной 

иолубесконечной сред связываются друг с другом посредством линейных 
отношений. Такой подход фактически представляет собой предельный 

случай метола сложения слоев Амбарцумяна [2|, когда добавляемый слой 
:чеет бесконечно большую оптическую толщину. В работе [3| автор ил
люстрирует этот путь решения задач для конечного слоя на примере мои«« 
хроматического рассеяния в однородной среде, а в [4| рассматривается уже 
рехмерная среда со сферической индикатрисой рассеяния. Эти пример»»: 
итаточно убедительно говорят в пользу эффективности предлагаемого 

пу ги исследования задач переноса в слое конечной оптической толщины
Что касается задач переноса в полубескоиечных средах, то можно счи

тать. что они в основном практически разрешены. Для решения этих задач 
^пользуется принцип инвариантности Амбарцумяна [5|. представляющий
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собой другой предельный случаи метода сложения слоев, когда добавляе
мый слон является бесконечно тонким. Задача для полубесконечной сре
ды. являясь частным случаем задачи о конечном слое, сравнительно про
ще последней и во многих случаях допускает даже точное аналитическое 
решение в замкнутой форме [7—9].

Получение аналитических решении в замкнутой форме для задач о ко
нечном слое представляется особенно важным и. строго говоря, пока это 
удается сделать только для частного случая монохроматического рассеяния 
в однородной одномерной среде. Поэтому для более сложных зада»։ жела
тельно было бы иметь приближенные решения, достаточно точные и до
статочно простые, позволяющие судить об аналитических свойствах реше
нии этих задач.

Первые аналитические результаты для слоя конечной толщины, нося
щие приближенный характер, принадлежат В. В. Соболеву [6]. Им полу
чены асимптотические решения для слоя большой толщины, то есть ре
шения. которые являются тем более точными, чем больше толщина слоя тп. 
Такне решения найдены почти во всех прикладных задачах теории перено
са и хорошо исследованы [7—9]. В частности, соболевские асимптотики по
лучены для задачи монохроматического рассеяния в однородной трехмер
ной среде с асферической индикатрисой для произвольного значения 7. (при 
наличии истинного поглощения).

Будучи асимптотическими по своему физическому смыслу, соболевские 
решения для слоя данной толщины т0 выполняются тем точнее, чем бли
же л к 1 и чем ближе к сферической индикатриса рассеяния. В лучшем, в 
смысле точности, случае—чистого рассеяния и сферической индикатри
сы, асимптотические решения, например, для функции Амбарцумяна 
<| (т,։, т|), гарантируют точность до единицы третьего знака, начиная с тол
щины ти~2. С уменьшением л и ростом вытянутости индикатрисы эти ре
шения сохраняют данную точность лишь при переходе к слоям большей 
оптической толщины Именно поэтому представляется важным получение 
таких приближенных решений, которые были бы более точными, чем Собо
левские, а следовательно, и были применимы к слоям меньшей оптической 
толщины.

Оказывается, что, исходя из полученных в работе [11 уравнений, уста
навливающих связь между решениями соответствующих задач переноса н 
конечном и полубесконечном слоях, можно получить асимптотические ре
шения, являющиеся более точными, чем соболевские. Для случая чистого 
рассеяния и при сферической индикатрисе рассеяния получаемые нами ре
шения. например, для функции Амбарцумяна ф(т0, т|), обладают точно
стью до нескольких процентов, начиная уже с толщины слоя тй = 0. При 
То~2 точность этих решений на порядок выше точности соответствующих
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Соболевских решении. При тв^> 1 наши решения переходят в асимптотиче
ские решения Соболева.

Аналогичное решение для частной задачи (для функции источников 
при чистом рассеянии и сферической индикатрисе) было «интуитивно• на
писано Ямамото [10] в 1955 г. Некоторое время подозревалось, что это 
решение является точным, так как вычисления по нему давали точность до 
третьего знака | 11|. пока в 1962 г. В. В. Соболев не показал [12], что ре
шение Ямамото не является точным.

Тем не менее. формула Ямамото продолжает привлекать к себе внима
ние своею загадочностью. Определенно, было бы интересно выяснить су.ь 
приближения, лежащего в основе формулы Ямамото, с тем чтобы получи։»» 
аналогичные решения для более общих задач переноса в слое конечной тол
щины. Получаемые нами здесь и в последующих работах решения как раз 
и являются такими обобщениями формулы Ямамото для более общих по 
постановке задач переноса на случаи произвольного л. асферической ин
дикатрисы, а также наличия перераспределения по частотам

Получаемые нами, по существу асимптотические, решения мы будем 
называть квазиасимптотнческими решениями, с тем. чтобы в дальнейшем 
отличать их от асимптотических решении Соболева. Настоящая статья по
священа выводу квазиасимптотических решений задачи об изотропном мо
нохроматическом рассеянии света в однородной трехмерной среде конечной 
оптической толщины для случая чистого рассеяния. Нсконсервативное рас
сеяние будет рассмотрено во второй части — продолжении данной статьи

'2. Уравнения для задачи о внутреннем световом режиме. 
Пусть г(՜', -. 'о, то ') есть вероятность того, что кнант, движущийся 
на глубине ' в направлении в слое конечной толщины '0, когда-либо 
пролетит на глубине * ••' в направлении т,. Эту же величину для полу- 
бесконечной среды обозначим через Г ('*,  та *).  Добавляя мысленно 
к слою конечной толщины полубесконечный слой [1]. получаем

• ^1. ^) = г(-',•> Г (•։', -0.՛„ ։>) г(-0. •. ։*. •)<*!՛. <А>
6

Это соотношение выражает функцию Грина г("', ", "0, т;, ') задачи 
переноса в слое конечной толщины через ее частное значение г("<„
•• -0. Ч> на границе слои и функцию Грина Г (т', т, ') задачи пе
реноса в полубесконечной среде.

Поверхностная функция Грина г (т0, т). ') в зависимости от
знака С совпадает с одной из величин у(~, 9. Э или д(՜, С),
введенных в [1]. Напомним смысл этих величин. Если в слое толщины 
*0 на глубине ' первоначально летит квант в направлении то веро- 
749-7
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ятность этому кванту выйти с той границы, в направлении которой 
первоначально летит квант, равна (", •., /„ <), а с противоположной 
г(т0 '• •«» ՝)• Те же величины для полубескоиечиой среды обо
значим через У и 7. При "’ — т,, из (А) следуют уравнения

։

< I > I
/(■0 ՛,. '.I ■- г(-„ ... | /(•<,, т„ ։»></(-, :֊, '.։</:■.

Если решена частная задача 11 >, то есть найдены у и г, то со
отношение (А) позволяет явным образом выразить функцию Грина 
г(՜ . ", "0, ՛) для слоя конечной толщины через функцию Грина 
Г (" , ", Л. •) для полупространства. Поэтому мы будем рассматривать 
только задачу (1).

В частном случае т„ = т наша задача переходит в задачу о вероятностях 
отражения /?(т. ц. £) и пропускания <?(т. »], с) слоем толщины т. а при 
£=0—в задачу о вероятности р(т. т,. ц) выхода поглощенного кванта из 
слоя толщины т0. В более частном случае, когда одновременно и т = 0 и X —0. 
мы имеем задачу о ф- и ф-функциях Амбарцумяна.

Складывая и вычитая уравнения (1). получаем независимые урав
нения

5(т,) ։(/,) -г | 2(’о. ՛„ :•) ։ (:>) </:*,

" Величины, относящие» я к среде конечной толщины, ниже обозначаются стр»»чны- 
мп букпамн. а к полубесконечиой среде (т0 = оо) — .чаглапнымн.

О
, (2)

II

для суммы и разности искомых величин

•’* ('։) 5 (т, "0, ,) =• у (.0, I), ,) ֊ (-о ■» п» ’)» (
М'Л М-» 'о» ги ’) =</(’» -О» го •) г (’о -О- 

связывающие их с соответствующими величинами для полупространства

5Ы 5(Т. ТО. ГО :) = У(Т, т„ ;) + 7(-о (4)

Н(т/) аг /7(Т, ТО> :) = У(т, - 2(т0 - т, <).
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Итак, мы рассматриваем уравнения (2) в общем случае, отвлекаясь 
■ •т того, какая конкретная задача решается — о внутреннем световом ре
жиме или об отражении и пропускании, поскольку все они описываются од
ним и тем же уравнением (2). Уравнениями (2) могут описываться в дру
гие задачи [ 11, например, о выходящем излучении при заданном распре
делении внутренних источников в слое толщины т... При этом соответ- 
i твующне величины S и Н для полубссконечнон среды должны считаться 
известными.

Уравнения (2) справедливы и для случая асферической индикатрисы 
рассеяния, но для вероятностей, проинтегрированных по азимуту. Они 
представляют собой независимые линейные интегральные уравнения. За
мечательно, что в этих уравнениях т, т„ и X являются параметрами, причем 
известные величины Y н Z зависят, вообще говоря, от трех аргументов. 
Для сферической же индикатрисы рассеяния ядро Z(t,»], £), как и 
Г(т. i|. X). выражается через функции всего лишь от двух аргументов [4J. 
По указанным причинам уравнения (2) особенно удобны для численного 
решения поставленной задачи.

Таким образом, нахождение точного решения задачи для слоя конеч
ной толщины т. сводится к решению интегрального уравнения (2). ядро 
которого при изотропном рассеянии, как показано в 11, 4], имеет вид 

где

>гС'} | (6)
Л (О, »,։ .1 С ‘ иО

а Ч) вероятность выхода кванта, поглощенного на глубине ' 
полубесконечной среды, в направлении причем, Р(0, >,) ֊ (/,2)

функция Амбарцумяна. В работе [4] функции Р и Г определены 
как

т.:)-: Г/1;’1*’?. -> = с 1՜ '■'՝ (7)
о 11 У И

Одновременно эти функции являются решениями дифференциальных урав
нений. приведенных н [4]. с начальными условиями

Г (0.0 = 1. НО, ,,)-?(»,)- I. (8)
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и соответственна представляются интегралами

е"Ч (е ’ Ф(т')</-', Р(-. '.) - [е (9)

О х

где Ф(т) — резольвентная функция Соболева.
Подставляя в (9) известную асимптотику для Ф(т) 

ФН։Л՜* ’,

получаем асимптотические выражения для Р и Р при тЭ>1:

/’(■. т.)«Д—-5— е Й-. ')~Л , ՝ (10)
1 — Ал 1 — к.

Здесь .4 н к — постоянные, определяемые соотношениями [6. 71

3. Асимптотические выражения. Приближенные решения интегрально
го уравнения (2) получаются использованием того или иного приближен
ного выражения для ядра 2.. Обратимся, например, к выводу асимптотиче
ских решений Соболева. Они получаются при замене 2(т. Т), £) его асимпто
тическим выражением при тЭ>1 [6, 71:

г(т, т„ О = Л А --------------------------- е՝*;, (11)
2 (1- Ал) (14֊'.)*

следующим из (10) н (5). Асимптотику Г можно получить также подста
новкой в (6) известной асимптотики Р(т. т|):

Р(-, л) = — А- е-*’. (12)
2 1 -Ал

В приближении (11) уравнение (2) имеет вид

5(л) = ։(л) + /’('о- у.)։4. «(л) = Л(л) — Р('ы л)Л4, (13)

где введено обозначение
1
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Из уравнений (13) делением на 1 — к՛, и интегрированием по г, 
определяются и величины и /ц:

, Н,---------------- • Лг    
! + />*(-*) ------------- 1֊ Л (֊о)

Выражения (13) совместно с (15) и определяют асимптотические ре
шения Соболева для величин 5 и Л, характеризующих внутренний режим 
в слое большой конечной толщины, через соответствующие величины 5 и Н 
для полубесконечной среды. Величины 5, и Н, можно вычислить по форму
лам. приводимым в Приложении.

Для получения же более точных асимптотических решений, или. как 
мы их называем, квазиасимптотнческнх решении, поступим следующим об
разом. Заметим, что в уравнении (2) ядро 2(т. Г), £) интегрируется по вто
рому угловому аргументу £. Имея в виду (5). замечаем, что на неизвестную 

функцию умножается н интегрируется величина Г(т,5). в то время как 
функция Р(х, ц) выходит из-под знака интеграла. Вся трудность решения 
уравнения (2) как раз и состоит в нахождении указанного интеграла, со

держащего /'՜.

Вспомним определения (7) функций к и к. Функции У(т, ц. С) и 
2(т, >), С) описывают одну и ту же физическую величину, но при разных 
знаках £: это — вероятность выхода кванта, движущегося в полубесконеч
нон среде на глубине т в направлении £ (положительном, к выходу — У. и 

отрицательном, вглубь — 2). Поэтому физически к и к также представля
ют собой одну и ту же величину, первая относится к выходящему кванту, 
первоначально двигавшемуся в сторону границы, вторая—внутрь среды.

Величинам к и Г можно придать следующий физический смысл. Пуст» 
на глубине т в полубесконечной среде в направлении £ движется квант. 
Тогда вероятность этому кванту поглотиться в бесконечном тонком слое 
толщины <1х. лежащем у границы среды, в зависимости от знака £, согласно 
физическому смыслу правых частей (7). равна к (х, 0^- или /•’(', 3 

(При С = 0 эта вероятность есть Ф (с) </-).
Сделанное выше замечание очень важно, и вот почему. Дело в том, что 

из-за указанной разницы в направлениях первоначального движения кван

та. величина Г, описывающая выходящий квант, первоначально двигавший
ся на глубине т внутрь полубесконечной среды, естественно, должна вы
ходить на свой асимптотический режим при меньших т. чем величина к, 
описывающая квант, первоначально двигавшийся в направлении к грани



666 М. А. МНАЦАКАНЯН

це. Ведь квант, движущийся вглубь среды, до первого своего поглощения 
успеет достаточно глубоко проникнуть в среду и прежде чем выйти из сре
ды — «<асимптотизироваться». Точнее, асимптотики этих величин для дан
ной глубины т выполняются тем лучше, чем ближе £ к — 1. и тем хуже, чем 
ближе £ к 4- 1

11так, наше основное заключение, на которое опираются дальнейшие

выводы, состоит в том. что асимптотика функции Л’(т. £) достигается при 
гораздо меньших т. чем асимптотика ^(т. ц).

Для приближенного решения уравнения (2) для нас важно, чтобы в

функции /*  (т, £) происходило разделение переменных Формула (10) дает 

асимптотическое разделение переменных у функции Р при больших т. По
скольку мы ожидаем, что оно приближенно будет иметь место и при мень

ших т то напишем для /(т. £) следующее квазиасимптотнческое выражение

Л-, ж-)?-*՛  ——=С(՛)—— (16)
1 ; К 1 К

то есть примем, что -4. вообще говоря, зависит от т. Если предположить, что 
представление (16) имеет место, то подстановка его г. выражение (5) для 
ядра 7. позволнч решить интегральное уравнение (2). При этом выраже
ние для /*(т.  ц) будет сохраняться точным. Получаемое таким путем реше
ние будет более точным и справедливым при меньших толщинах слоя, чем 
Соболевские асимптотики. При больших же толщинах слоя, когда для 
/*(т.  1]) можно ьзять асимптотику (10). наше решение переходит в асимпто
тическое решение Соболева.

Для того, чтобы получить количественное представление о точности 
приближения (16) для случая чистого рассеяния:

г(т. :)^с(п-:. (17)

мы приводим таблицу 1 значении функции / (т. £). вычисленной нами по 
формуле (9) (с точностью до единицы последнего знака). Мы видим, что 
приближение (17) прекрасно выполняется почти для всех т^О, исключая

разве лишь область малых £ при малых т. Это отклонение поведения Р 01 
квазиаснмптотического (17) при малых £ для малых т не может сильно по
влиять на точность квазнасимптотическнх решений, по той причине, чго

функция Р фигурирует в основном под знаком интеграла, и кроме того, 
помноженная на величины, в свою очередь также стремящиеся к нулю при 
£֊Ч).
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ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ 7 | ДЛЯ СЛУЧАЯ ЧИСТОГО

РАССЕЯНИЯ

Тиблица 1

0 02 0.05 0.1 0 2 ... 07 *

0 I 0.25 0.23 0.22 <1 21 0.20 0 |ч 0 18 0.18 0.17
0.2 0.45 0.43 0.42 0.40 0.38 0.37 0.36 0 35 0 35
0.3 0.64 0.62 0.60 0.59 0.57 о 55 0.53 0 53 0 52
0 4 0.83 0.81 0.79 0.77 0.75 0.72 0.71 0.70 0.69
0 5 1.01 1 00 0.57 0'5 0.93 0.90 0.88 0.88 0.87
0.6 1.19 1.18 1.15 1.13 1.10 1.08 1.06 1.05 1.04
0.7 1 37 1 36 1.33 1.31 1.28 1.25 1.23 1.22 1.21
0.8 1.55 1.53 1.51 1.4 • 1.46 1.43 1 41 1.40 1.39
0 9 1.73 1 71 1.69 1 .6б 1.63 1.60 1 .58 1.57 1 56
1.0 1.91 1.89 1.87 1.84 1.81 1.73 1.76 1 75 1 73

Если же сравнить асимптотическое выражение функции Л(т. ц) с точ
ными значениями по таблице 22 из [7]. то увидим, что согласие может сч •- 
։аться удовлетворительным только начиная с ТА?2.

Относительно хуже всего квазиаснмптотическое выражение (17) вы
полняется при т —0: при этом согласно (8) оно соответствует приближению

Г(0. -(I) 1 С (0)' или (см. табл. 2)

г 1.91:. (18)

Этот линейный рост <|(1) при чистом рассеянии, как известно, неплохо вы
полняется [ 131.

Приближенное выражение (17) выполняется тем точнее, чем больше г. 
поэтому оно по существу асимптотическое, и все последующие наши выво
ды. основывающиеся на единственном приближении (17). также носят 
асимптотический характер, то есть выполняются тем точнее, чем больше 
значение т

4. Решение уравнений. Итак, мы рассматриваем трехмерную задачу о 
внутреннем световом режиме в слое конечной оптической толщины т... Сре
да предполагается однородной и изотропной, рассеяние — монохромати
ческим со сферической индикатрисой Ниже рассматривается случаи кон
сервативного. или чистого рассеяния. Ав1.

Конечно, случай чистого рассеяния может быть получен предельным 
переходом /.—1 в общем решении для произвольного Л. но этот путь пред
ставляется довольно громоздким. Как известно, в случае чистого рассеян тя 
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мы сталкиваемся с процедурой раскрытия неопределенности при решении 
уравнений. Мы рассматриваем уравнения (2). а не (1). по той причине, что 
эта неопределенность содержится только в одном из уравнений (2) — в 
уравнении для /1.

Наша задача состоит в решении уравнений (2) в квазиасимптотическом 
приближении (17). В этом приближении ядро (5) интегрального уравнения 
(2) переписывается в виде

/(-. Ть -.) = -у Ь (19)
2 4- * *

 3о = I. (26)
* Во избежание недоразумении заметим. что обозначения (23) и (14) не переходят 

друг В друга при 0 или V 1 1с.

Преобразуем это выражение к более удобному виду

А, '.) = а Т,) +- А<2гЛ2 , (20)
>4 + С 

где введены обозначения

а(՜. ».)-֊֊ Си) ^(7,), (21)

6 С. ».) = ».[₽(֊, Ч) а(т. г,)|. (22)

I 3При больших т имеем <։-*₽-*-»-  Лф(л)» а величина т)) обращает
ся в нуль, так что мы приходим к приближению для 2, использованному 
в асимптотических решениях Соболева. В этом смысле величина 6(т. >|) 
служит квазиасимптотнчсской поправкой к Соболевским асимптотикам. 
Введем обозначения’

I !
/.= (/(с)^. Я=(—(23>

V *1  + I*о о

Используя квазнасимптотическое выражение (20) для 2. перепишем 
уравнения (2) г. виде

2>(А) ^ ։('.) а Го. ’.)։« л 6 (՛«. т,)։., (24)

Н(’<) = л (<1) — а ч) Ло — Ь (•։,, т() А,,. (25)

Займемся определением величин А„, л, и А,,.
Так как при чистом рассеянии квант наверняка выходит из слоя, то
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Для того, чтобы найти 5,, и Л,, разделим уравнения (24), (25) на 
71 4՜ • и проинтегрируем по

5: = 5; 4֊ а. (-.,) + (27)
О

Н-. = Л: - а, (-,) Л„ СЛ,<Л). (28)
Л Ч о

Покажем, что интегралы в правых частях (27), (28) в квазиасимптоти
ческом приближении равны нулю. Рассмотрим, например, первый интеграл

6(ч>. 4)4',
ЧЧ -

5 (р) Ь -

Но

6„. = Г = _1_ I ГАМ _
(Ч + ') (Ч + Р) ՛- — И I 3 Ч + !‘ 

О о
, (20)

ч) I Ь,-Ь,
ч+» I ՝ — I*о

Интегрируя (20) по ц и замечая, что 2,»в 1. в квазиасимптотическом при
ближении находим

I I
Ь (-■) 1 ֊ Гае, ч)</ч = — р,-г(ч)</'. 1 -֊у- (30)

о и
Другими словами, в квазиасимптотическом приближении А;(՜) не за
висит от параметра I. Поэтому нз (29) следует, что 6.: = 0.

Итак, для определения и Л-. из (27), (28) имеем:
3 : = 5;-а;(-0), (31)

Л:= Н, + а:(:<,)Л4 (32)
Остается найти Л». Для этого проинтегрируем уравнение (2) для ՝ч 

при произвольном X:
I

Н0^/։а— ( 70 ('а- 1‘)Л(|‘)</Р-
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Используя выражение (П.7) и приближение (17). получаем

Но - Ло[1 Ро(-„)] 4- I ~/ С(т0)Л,. (33)

Однако в (33) входит неизвестный первый момент Л։. Для его опредс- 
лення проинтегрируем уравнение (2) для Л. предварительно помножи.» 
его на 1]:

I
Н, = Л, г, (՛„. !>)Л

о

Используя здесь выражение (П.8)

:0 ?(') А’('. I З^д(’) ; Р Ч

где через 6 мы обозначили

4 = £Д —1. (34»
I 3 

имеем

/7։ - (1 — *)Л ։ Лод(-о)| ' = 1-

Введем еще одно обозначение

։ = 2 - = 1-4. (35)

Подставляй Л, из предыдущего выражения в (33). после несложных 
алгебраических преобразовании с использованием (П.6), окончательно на
ходим выражение 1։*  через величины, характеризующие полубесконечную 
среду:

, “ гтД=- - С<*Л н՝
к _ !__ V ' ՛- •*  ____ .

Заметим, что величина /7, содержит .множитель! 1 /.который сокра
щается, и процедуры раскрытия неопределенности типа «0/0», обычно при
сущей случаю чистого рассеяния, в данном случае нет.

Итак, последовательность решения уравнений (2) для задачи о внут
реннем световом режиме в слое конечной толщины т„. в квазиаенмптоти- 
ческом приближении, следующая:



КВ.'ЗИ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ПЕРЕНОСА 671

находим А„ из (36), 

находим Л; и на (3]) и (32), (37)

находим /1 и ։ из (24) и (25).

В выражения (31), (32) входит вели<ина а ('„). равная

<>;(•’ I °(՜' ' С(-) 1-^֊ </!' =■֊֊• (38)
.1 £ 2 .) !՝•*'• ?(->« о

Для вычисления /7. в II,. согласно (4) равных

Л.(-., ;> г„(-., -.) г0(ч-:). ч. •) Н(՜.') ■?,(:<,֊֊ •>. 

используем интегралы, приводимые в Приложении. Согласно (П.7) и 
(П.10), с учетом (П.6) имеем

-»I $(-, т) (?(-) 1-Л'С. '•) -Г/’(-о- <39>
II ->• |>.-I

Согласно (П.8) я (П.10), находим

//,{-. ч,'-) = </ь) <7(-о--) 2:--^[Г(т, :)+Г(т„ т. ’.)]. 
V з

Подставляя найденные //.. и /7, в (36). получаем 

О -
н-о -)֊ <;(-)] + —-•[/•՝(•, о । /-’(-о-'.:>֊Х’(-оН

I. • _____ ______________ .

5 Частные задачи. Рассмотрим задачу о нахождении функции источим*  
коп в слое, освещаемом с одной стороны изотропным излучением. Легко 
видеть, что в этом случае

1 
(* 11/>(-՛ Д (",-«> ’.)</а = —(։»+Ао) — (/։„ 1).

н

Положим в (40) 0 и заметим, что /'(т, 0) /'('. 0) = 0:

, , . , а(тг 2՜) Е 2(<?(т0 -•) Ч(Н]Лл ( ) --- ----- --------------------------------- -

(41)

Здесь использовано тождество

(42)
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1 4- = —• (43)
а/3 з

Теперь нетрудно найти выражение для функции источников (41):

Д(.) = И-О ■) 1 <?(•»֊ -) 4 <?(-„) <?(■) (44>
»•« + 2<?('о>

С точностью до обозначений это решение совпадает с решением 
Ямамото [12] (если заменить - —т0 1/а — к и к ('0) ^(т0) — О(* о)). 
В формуле Ямамото фигурировали две постоянные £(“0) и (2(’п)» 
подлежащие численному определению способом подгонки. Они не 
независимы и выражаются через величину С (т0), последняя и под
лежит определению (см. ниже). Такая связь между к и <2 была по
лучена и в работе Кинга [И, 12].

В задаче о вероятности выхода поглощенного кванта, согласно 
(3), р(", ’0, *,)  (8 + Л)/2. Складывая (24) и (25) при С = 0, по
лучаем

Л>(՜. "о. 1) = 1)4֊ ,2՜՜ °(~0' ' 2 **'  *’('«>

Вычисляем (см. (40), С — 0)

_Ао ~ 1 <7 (~о 7(~) <71 ~о) . 0$
2 «ч> 4~ 2<Г (’о)

Согласно (31) и (32) и (4) при I 0

/>..) ֊ (5, - Н,) а, = РД-<, ֊ ■> ~ «■МЖ

Учиты ная, что
Н,(-. 5,(-. Р,(Ч) + Р.(-о •).

и

рг(-) =. ГР(-’11).</.. = ~£11 (47)
.Н+Н ?и)
о

и принимая во внимание, что согласно (21) а ,(՜) С(") г (л), находим

Р(--. ֊-о, Л) ~ Р(֊.’() 4 а (4,1)4-
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Если разделить (48) на т/ и устремить *0,  то получим

Ф(-.-») = Ф(-) + ֊С(т0). (49)

Рассмотрим частный случай, когда ' — 0. Из (45> находим

После небольших преобразований из (48) получаем следующую квази*  
асимптотическую формулу для функции ?(* 0, у,) Амбарцумяна

1С(т0)|. (51)
| 3 ’"0 -

В приближении (17) ее можно переписать и в виде

5) 5(,() [?(ч)+Г(*„’.)-Г(т0, (,)|, (52)
«’о 2<7Г*о)

интересном тем, что при "0 0 она точна: ? (0. т<) - 1.

6. Функция С('). Функция С(") определяется как коэффициент

пропорциональности н выражении (17): /г(*,  ^С(-)С. Поскольку
оно приближенное, то функция С(') обладает некоторой неопреде
ленностью, тем большей, чем меньше ". В пределах этой неопреде
ленности положим, например, н (17) С 1:

С(^) = Г(т, 1). (53)

Тогда таблица этой функции дастся последней строкой табл. 1:

~0 0.02

С (-) 1.91 1.89
г 0.15 о.1з

ФУНКЦИЯ С (-) 
0.05 Год о.2 I 0.4

1.87 1.84 1.81 1.78 
0.10 0.06 0.05 0.03

Таблица 2

1.76 1.75 1.75 | 3
0.01 0.005 0

Во второй строке табл. 2 приведен порядок неопределенности

1 з с (54)
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При больших ", С(’) | 3. и наши формулы, учитывающие от
личие функции С(") от С I ) 13, переходят в Соболевские асимп
тотики.

Поскольку С(т) содержит неопределенность ~~ Л, то важно выяснить, 
насколько эта неопределенность может повлиять на численные результа
ты. Для этого рассмотрим, например, формулу (44) для функции источ
ников.

Варьируем выражение (44) по С(т„):

!-и '-j 1 (՛■*■  ~о)<?<-..) -о !</(■!,'■> «H')I 1S5.
'■С и :С 13 [«-.,+• 2<7 (-о)|г

Заметим, что при " т0/2, для середины слоя, как и для "0 0, фор
мула (44), согласно (55), дает точное выражение для В, то есть, 
•»В 0, независимо от выбора значения (’. Учитывая, «ito В I 2, 
легко оценить величину ошибки ‘>BtBt обусловленной неопределен
ностью выбора функции С. Оказывается, что при всех " и "0 
оВ/Z? 0.5 %. Итак, в пределах приближения (17), неопределенность 
н функции С('о), видимо, не должна существенно влиять на наши 
результаты.

Ниже (таблица 3) приводятся результаты вычислений, проведенных 
по квазиаснмптотическон формуле (52) для функции Амбарцумяна 
’|(т„,1]). При этом нами использованы таблица 22 работы [7] для f(T, t))

и таблица 1 для А(т, £). дающие значения этих функций с точностью до 
единицы третьего знака. Результаты также обладают таким порядком точ
ности (и большей). Точные значения <| (т0, ц) для сравнения взяты из таб- 
\ип 12 и 6 книг [7, 8] .

Таблица 3

1.153 1.156 1.162
1.15 1.16 1 160.1 1 ОСЮ

1.00
1 132
1.13

1.14«
1.15

0.2 1 000 1.197 1.239
1 000 1 198 1 236

0.4 1 000 1 264 1.353
1.000 1 261 1 344
1 .000 1.326 1 5(Ю
1 000 1.327 1.510

прибл. 
точи.

1.251
1.251

1.262
1.259

1 266
1 265

прибл. 
точи.

1.392 1 416 1 42« прибл.
1 390 1.413 1.429 точи.
1 624 1 702 1 757 прибл.
1 626 1.703 1 757 точи.

Полученные нами квазиасимптотические решения переходят в 
асимптотические решения Соболева при больших :0, когда С('о) I 3.
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Одновременно это означает замену всех величин на соответствующие 
асимптотические, например, a —1, Р(* о, ><) (| 3 2)*î?(rJ,  «(* 0«т/)՜*
-(| 3 2)л?(г։). Л ('и. yi) • 0 и т. д. Другими словами, кзазиаснмпто- 

тические решения учитывают отличие функции С('о) от С( ) 13
при малых По этой причине параметр < С ('«,)/1 3 1 можно 
назвать малым параметром квазиасимптотической теории. В этом 
смысле асимптотические решения Соболева соответствуют нулевому 
приближению по параметру то есть, пренебрежению членами по
рядка и выше Наша же кназиасимптотическая теория соответствует 
учету также членов порядка о, но пренебрежению величинами о2. 
Например, приближенное равенство нулю Ь, (29) на самом деле озна
чает, что *а.

В соответствии с этим, и закон сохранения числа (ротонов при 
чистом рассеянии, /0(т, •) = 1, выполняется с точностью до чле
нов порядка '•՝. В худшем случае, при ' = О,

I 1
—J ф (!»)</.»= — | (1 -U 1.91 ;,)</։» = 0.98. 

и и

закон сохранения справедлив с точностью до 2%.

7 Приложение. Множество полезных соотношений и интегралов мож
но найти из полугруппового соотношения ! 1. 4. 14. 15J

I
У(՜, + '•՛. '•) = р !•) !*.  •) (50)

О

или из

Z('։ + •) = р (-I. !‘) /(‘1. 1‘. •)</!■

О

при подстановке в них явного выражения для Y [ 1. 4] :

ТО, Ч, h) ? (՜՛ Т,) - ;) е ''Oi-o (57)

при значении т=т„ или подстановке Z(t., р. 1) из (5). и имея в виду раз-

Это пырвженне впервые получено в неопубликованной работе В. В. Инанопа в 
1958 г.
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личные соотношения между величинами У, 2, Г, Р, Р и <р. приведенные 
в [4]. а также используя их асимптотические выражения при т.-*оо.  Мы 
приводим только основные интегралы.

Нижеследующие выражения справедливы при произвольном значе
нии л.

гп)= А-. '-у ч)-А.,+у :> _
л 1‘+л ■ '

(ПЛ)
_ Г(т„ Т|) Г(т,, т,) — /г(т|, С) 

? (ч) ч -

Полагая т: = 0. находим

= _2_
.1 н-г'. ?(■',) ч֊'-

I»
Указанным путем находится и интеграл

I
4֊ч </р 4т՛ —г -л г(•• ՝)> <п.з)
2 ч — н 2 >։+(

/. 1 7
где Л (■/,) =1 — т, 1п —-—'• Это выражение можно рассматривать как 

сингулярное интегральное уравнение для /(т, •<;, (), обращающееся, в 
частности (при т 0 и ( 0), в известные сингулярные уравнения для
R. (т„ С) и Р(-., г).

Формулы (П.1) —(П.З) справедливы при любых значениях т„ в ча 
стности, и при ч = \/к. Например, из (П.З) при », 1/к получаем

3 1— 14-«
и

(П.4)

Выше в работе были использованы выражения для нескольких момен- 
I

тон С) = "Ц, С) дц. Укажем, как их можно вычислить.



КВАЗИ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ПЕРЕНОСА 677

Полагая в (П.2) >1 = 0. имеем

Z-Л-. о = 1^՛'’^" ■* = !'(;՛ •*  ■ (П.5)

6

Это следует непосредственно и из определения (7) функции F.
Из дифференциального уравнения для Р(т, 1]) интегрированием по ц 

находим [7]

Л>(-) = 1 -r~QM. (П.6)

Здесь <?(•) 1 Ь ( Ф (/)<//, а при чистом рассеянии ' — 1,
6

QN= Г ЗЬ+</(-)].

где Ц(т) — функция Хопфа.
Вычислим 2в(т. £). Непосредственное интегрирование выражения (5) 

дает
1

= f rh ;)</,, = ± 71) + FO.OIrfr,

о о
(П.7)

՛•>- ~z •> = л><՜) । -,).

Найдем £,(т. £) для случая чистого рассеяния. Для этого разложим 
выражение (П.4) по степеням малого Аг:

1
^?(1 +•..)</,-Zo4 tZ,+--- =(1 -Л-: + ...)(1-К+ •■•)

Подставив сюда Zo из (П.7) и устремив k--0, получим

2,(֊, $ = Q//3. (П.8)

В частности, при J=0 отсюда следует

Р,(7) = <?('). (П.9)

Аналогично можно найти следующие моменты Z,. для случая чистого рас
сеяния. сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях k в разложе
нии по степеням k выражения (П.4). 
749—8
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Соответствующие интегралы, содержащие диффузную часть У. полу
чаются из приведенных формул заменой [4]

Ft-, о. (П.ю>

За внимание к работе и обсуждение результатов автор выражает бла
годарность академику В. А. Амбарцумяну, член-корр. АН СССР В. В. Со
болеву в Э. X. Даниеляну. Последний вычислил интеграл (П.7) и другим 
путем получил (П.8). Автор выражает глубокую признательность В. В. Ива
нову за полезное обсуждение работы и ценные замечания. направленные 
к ее улучшению
Бюрлкаиская астрофизическая

обссрипТорня

THE QUAS1ASYMPTOTIC SOLUTIONS OF THE RADIATIVE 
TRANSFER PROBLEM IN AN OPTICALLY FINITE SHELL.

I. CONSERVATIVE SCATTERING

M. A. MNATSAKANIAN

The quasiasymptotic solutions of the radiative transfer problem in 
an optically finite shell in the case of monochromatic isotropic conser
vative scattering are obtained. These solutions are in fact asymptotic 
ones but they are more correct than the well known Sobolev’s asymp
totic solutions and can be practically applied to a shell of an arbitrary 
thickness. If the thickness is very large they turn into Sobolev’s 
asymptotics.
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