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Исследуются возможные фигуры равновесия твердотелъпо вращающегося слоя 
межзвездной среды, вложенного в сфероидальную звездную систему. В пренебрежении 
самогравитацией слоя межзвездной среды показано, что ее возможными фигурами 
равновесия являются сфероиды, плоский диск и двуполостные гиперболоиды вращения. 
При этом переход от сфероидальных к двуиолостно-гиперболоидальпым фигурам рав­
новесия происходит по мере постепенного увеличения угловой скорости вращения 
слоя межзвездной среды.

Вопрос об устойчивости полученных фигур равновесия рассмотрен в модели не­
сжимаемой жидкости. Оказывается что для гиперболоидальных фигур существует 
предельное значение эксцентриситета, зависящее от плотности и формы звездной* 
системы, свыше которого гиперболоидалвные фигуры равновесия динамически не­
устойчивы .

В работе [1] была поставлена и решена задача о равновесии и 
устойчивости сфероидальной подсистемы, вложенной в другую, боль­
шую по размерам сфероидальную систему. Результаты исследования 
такой задачи могут быть использованы при интерпретации зависимости 
сплюснутости звездных подсистем (населений) в галактике от их сред­
них угловых скоростей вращения. Эти результаты могут быть исполь­
зованы также и при анализе сплюснутости подсистемы межзвездной 
среды (с учетом влияния магнитного поля), если только она имеет 
сфероидальную форму.

Однако, общая форма распределения межзвездной среды как напри­
мер, в нашей Галактике отнюдь не сфероидальна. Хорошо известно, 
что характерная толщина слоя межзвездной среды минимальна в цен­
тральных частях Галактики и увеличивается к ее периферии |2]֊ 
Иными словами, распределение межзвездной среды в Галактике может
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быть описано фигурой двуполостного гиперболоида вращения, вложен­
ной в сфероидальную звездную систему (см. рис. 1).

Известны и другие галактики с подобной морфологией, как на­
пример КОС 4594, 4565, 5128, 5718, 891...*

Рис. 1.

До настоящего времени нет более или менее удовлетворительного 
объяснения подобной структуры распределения межзвездной среды 
хотя и высказывались некоторые качественные соображения (см. [2]).

Очевидно, не последнюю роль в формировании структуры системы 
межзвездной среды играет гравитационное поле звездной системы га­
лактики, имеющей сфероидальную форму. Поэтому возникает вопрос: 
не может ли только гравитация сфероидальной звездной системы при­
вести к подобной структуре межзвездной среды, даже без учета всех 
остальных факторов (магнитных полей, турбулентных движений, само- 
гравитации и т. п.). В связи с этим представляется целесообразным 
обобщить результаты работы |1|, не задаваясь заранее предположе­
нием о том, что внутренняя фигура равновесия является сфероидом.

В настоящей работе рассматривается следующая задача. Пред­
положим, что внутри сфероидальной системы с заданными значениями 
однородной плотности и эксцентриситетом меридианного сечения е.. 
имеется твердотельно вращающийся слой межзвездной среды с угловой 
скоростью и средней плотностью распределения массы [»։. Требуется 
найти возможные фигуры равновесия этого слоя межзвездной среды.

В соответствии со сказанным выше мы в этой работе пренебрежем 
собственной (равитацией слоя межзвездной среды и влиянием магнит­
ного поля. Учету этих факторов посвящена следующая работа 13].

1. Фтуры равновесия. Равновесие межзвездной среды в поле 
гравитации сфероидальной галактики описывается уравнением

1— grad р = grad 
__________ ('։

’ Данные об »тих |алактиках были сообщены нам Б. Е. Маркаряном, 

V (г, Z, е„) 4- Г' I, (1)
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где г։ = дсг + у=, р— парциальное гидростатистическое давление меж­
звездной среды , И (г, г, е2)— внутренний гравитационный потенциал 
звездного сфероида однородной плотности

V(г, г, е։) — — т.С'^ [ А (е.) г* + В(е.) г։], (2)

где

Л(и_ | Г^Й..1Гс:1пс с | П՜?]’
— ц | а։՝* ЬIII Со ГП | I С.,е9 I

д> ' у | Со | 1 с^аГС ЫП Со |'

Если галактика имеет вид вытянутого сфероида с эксцентриситетом 
/а, то в формулах, содержащих е2, следует вставить

е2 - ,7։//1՜^՜.

Интегрируя (1) с учетом (2), получим

— = сопя! — -С'..В (е2) г՜ — ["б₽։/1 (е2)-----— 2?]г՜’ . (4)
‘2

Геометрию фигуры равновесия межзвездной среды находим из 
условия равенства нулю парциального гидростатического давления на 
границах слоя. С этой целью перепишем (4) в виде 

Р сСр,о..5(е2)г’

где Со и R—постоянные интегрирования, выбранные так, чтобы они 
имели размерность длины. В зависимости от выбора величин и R 
можно получить фигуры равновесия разной геометрии.

а) Сфероидальные фшуры. Сфероидальные фигуры равновесия 
слоя межзвездной среды получаются, если выполнено условие

А(е:) ֊ -2^— - В (е2) = (1 - е?) В (е2) > 0, (6)

поскольку при этом из (5) следует, что парциальное гидростатичес­
кое давление межзвездной среды обращается в нуль на поверхности, 
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которая представляет собой сфероид с полуосями z„ и 7? (е։ — эксцен­
триситет сфероида, если его считать сплющенным). Следовательно, 
система межзвездной среды может принимать сфероидальную форму, 
если имеет место соотношение (6), которое и дает связь геометрии 
фигуры равновесия, т. е. величины е։ с формой звездной системы (е2) 
и угловой скоростью вращения межзвездной среды:

‘-‘i = -G'/iFe (е„ е;), (7)
где

3 _ 2е։ ____
Fk (е։, е։) = 2 1------ ——- (е; К1—ej arc sin е._.)

есть введенная в 11] функция, описывающая влияние внешнего сфе­
роида на внутренний. Это соотношение является частным случаем 
подробно рассмотренной в [11 задачи о геометрии фигур равновесия 
вложенных сфероидов. Напомним, что в [1| было показано, что гра­
витационное поле внешнего сфероида стабилизирует дискообразные фи­
гуры равновесия межзвездной среды.

б) Плоский диск. Если в (5) принимать

2’ = 2-G^A (е։),

то парциальное гидростатическое давление обращается в нуль на 
плоскостях z = ± z0. В данном случае фигура равновесия межзвездной 
среды есть вращающийся диск толщины 2z0, расположенный симме­
трично относительно экваториальной плоскости звездной системы. 
Угловая скорость 2, этого диска есть

21 — 2~Gy.. ---- $—-( arc sin е._, — ег V 1 — е|). (8)
е2 '

Важно отметить, что угловая скорость вращения диска зависит толь­
ко от плотности и эксцентриситета звездной системы. Угловая ско­
рость диска заключена в пределах 0<^ 2J <^4"Gp«/3, если звездная си­
стема сплющена.

В частности, если звездная система сильно сплющена (1 — е. 1), 
то угловая скорость вращения диска межзвездной среды есть

2։~֊l GF.(l-el)w. (9)

Напомним, что угловая скорость вращения самой сфероидальной звезд­
ной системы 2։ в рассматриваемом приближении (т. е. без учета гра­
витации диска) также однозначно определяется величинами е2 и р։ со­
гласно известному соотношению Маклорена:
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2? =2֊^, I 1-е*
е3 (3 — 2ер arc sine, — Зе, I 1֊е? (10)

Величины 2] и 2. в общем случае не совпадают, т. е. угловые 
скорости вращения сфероидальной звездной системы и плоского диска 
межзвездной среды различны. Однако их асимптотика при е, — 1 
одинакова, т. е. диск, вложенный в очень сплющенный сфероид враща­
ется почти с той же скоростью, что и сам сфероид.

Различие между ~։ и й2 увеличивается по мере уменьшения 
сплюснутости звездной системы. В частности, диск межзвездной сре­
ды внутри сферической галактики (е, ֊ 0) вращается с угловой ско­
ростью 2, = | 4"G’p։/3, в то время как сама сферическая галактика 
вообще не вращается = 0).

Подобные же соотношения можно получить и для случая, когда 
основная звездная система представляет собой вытянутый сфероид. 
Заметим, что действительно наблюдаются галактики, как например 
NGC 2685, имеющие веретенообразную форму. Вблизи экваториаль­
ной плоскости этих галактик наблюдается слой межзвездной среды.

В рассматриваемом случае соотношение (8) превращается в 

2? = 2-G;., 1
7Т

1 - I2 
211

In 1 + /, 
1֊/։

(11)

которое указывает, что с увеличением вытянутости (/,) звездной си­
стемы, соответствующая дискообразной фигуре угловая скорость меж­
звездной среды 2, увеличивается:

4 ,֊-kGP:<'J?<2zQ5.

Отметим, что внутри данной геометрии звездной системы диско­
образным фигурам межзвездной среды соответствует большее значе­
ние угловой скорости, чем сфероидальным.

в) Двуполостные гиперболоиды вращения (ДГВ) как фигуры 
равновесия межзвездной среды. Рассмотрим теперь случай, когда 
параметры слоя межзвездной среды оказались такими, что выпол­
няется условие

< >2 *
Л(ег)֊ -->В(ег)<°. (12)

Из (5) теперь следует, что фигура равновесия межзвездной сре­
ды является ДГВ, поскольку гидростатическое давление обращается 
в нуль на поверхности
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Здесь г0— действительная полуось, R- мнимая полуось ДГВ, которые 
связаны с обратной величиной эксцентриситета т 1 следующими со­
отношениями (см. рис. 1)

г։
= (14>К -г 2о

где к—половина фокусного расстояния гиперболоида.
Итак, ДГВ также являются возможными фигурами равновесия 

рассматриваемого слоя межзвездной среды. Связь между параметрами 
слоя межзвездной среды и параметрами звездной системы выражается 
формулой

а! =-Ср։гд-., ег), (15>

где

I J_ 3-։ / 1 1 1 — е 2 \ I
/\s(՜, ։.) = 2 1------------(—/---------5֊~ arc sin е2) • (16)

1 — . \ е? е? / I
которое легко получается из (12) с учетом (3) и (14).

В случае, когда звездная система представляет собой вытянутый 
сфероид, вместо (15) и (16) получим:

2? = ^СР։/>(т, /.), (17)

где

|1--11~3г^(|пг±7~2/01՜ (18>
I I — ' 2/? \ 1 — «2 / j

На рис. 2 приведены несколько кривых, представляющих зависи­
мость Fs и Fp от ", для разных ег (рис. 2а) и /г (рис. 26). Как видно 
из графика, большим значениям угловой скорости вращения межзвезд­
ной среды соответствует большее значение параметра т. Важно отме­
тить, что внутри данной звездной системы ДГВ фигурам межзвездной 
среды соответствует большее значение угловой скорости вращения, 
чем сфероидальным и дискообразным.

С увеличением сплющенности звездной системы угловая ско­
рость, соответствующая данной геометрии ДГВ фигуры межзвездной 
среды, уменьшается при т<^1/| 3 (см. рис. 2а). При этом для сильно 
сплющенных галактик имеем асимптотически

Fs('., е.,) 2-« + - |/ _ 3-~.) I. (19>
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Внутри вытянутой звездной системы />^>4/3 и с увеличением
вытянутости (/2) угловая скорость растет при “ <С 1/1 3 (рис. 26).

Как следует из (16) и (18), а также рис. 2, случай ■։ = 1/] 3, т. е. 
R = I 2 г0 является вырожденным. В этом случае угловая скорость 
вращения слоя межзвездной среды не зависит от степени сплюсну­
тости или вытянутости звездной системы и определяется только ее 
плотностью: 2։ = | 2*6’р2. При " > 1/1 3 зависимость угловой скорости 
межзвездной среды от эксцентриситета звездной системы обратная по 
отношению к случаю " 1/КЗ. Впрочем, в реальных условиях галак­
тики случай больших т не осуществляется, так как эти системы ока­
зываются неустойчивыми. Как будет показано ниже, в предельном 
случае внутри сферической звездной системы устойчивыми оказываются 
только те ДГВ-фигуры межзвездной среды, у которых т<^1/| 2, и 
этот предел еще меньше для сплюснутых звездных систем.

Из (5) сразу видно, что переход от сфероидальной к ДГВ-фигурам 
равновесия межзвездной среды происходит, когда угловая скорость 
вращения переходит значение 2? = 2"СраД (е2), соответствующее фи­
гуре плоскою диска. Существенно, что 2։ зависит от геометрии и плот­
ности звездной системы и поэтому переход от сфероидальных к ДГВ 
фигурам межзвездной среды у разных галактик происходит при раз­
ных значениях угловой скорости. Чем больше сплющенность звездной 
системы, тем меньшее значение угловой скорости требуется для пере­
хода к ДГВ-фигурам.
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Итак, ДГВ являются вероятными фигурами равновесия систе­
мы межзвездной среды, если ее угловая скорость превышает некото­
рое значение (зависящее от параметров звездной системы).

2. Устойчивость ДГВ-фшур. Перейдем теперь к анализу устой­
чивости ДГВ-фигур равновесия межзвездной среды внутри галактики. 
Как и при исследовании устойчивости сфероидальных фигур, нам при­
дется ограничиваться приближением, когда принимается, что для ско­

рости возмущений межзвездной среды и выполнено условие

div и = 0. (20)

Метод исследования устойчивости ДГВ аналогичен методу ис­
следования устойчивости сфероидальных фигур [4—6], но здесь при­
ходится использовать другие функции для описания возмущений и по­
этому мы приведем здесь этот анализ.

Удобно пользоваться системой вытянутых сфероидальных ко­
ординат (С, р, ?).

х = К(1 — р'՜)' 2 cos ?,

у = kZ (1 — р’)1" sin <։, (21)

Z = Н1+ ?)1,2|Ъ

которой соответствуют следующие коэффициенты Ламэ

Л2 = (1 — р’).

Легко видеть, что поверхность (13) в системе координат (21) примет 
следующий простой вид:

р = t. (23)

Кроме условия (20) скорость возмущений и должна удовлетворять 
уравнению движения

I-22։х« =-gradn, (24)
ot
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где

П = — — —2?г» + И(г, Z, ег). (25)
h 2

На возмущенной свободной поверхности S гидростатическое дав­
ление слоя межзвездной среды должно обращаться в нуль:

1₽Ь=о. (26)

Граничное условие (26) удобно написать для невозмущенной поверх­
ности S,. С этой целью представим

Р = Р,+ ?‘Р- (27)

где pt—равновесное давление газа, которое выражается формулой
✓ ֊ 2

/>, = г.Сы։г*В(ег) (1 - А- + (28)
\ zo К /

что легко получить из (5) с учетом (12).
Введем вектор смещения частиц от равновесного положения: 

с (х, О

и “^ = /«>;(х, О, (29)

где предполагалось, что $ (х, /) = : (х ) е"‘. Тогда граничное условие 
(26) можно преобразовать к виду [4—7]

[jgradp, + pi4|Jf = 0. (30)

Поверхностные возмущения гиперболоидальной фигуры будем 
представлять гармониками Р','.' (q) е՛՞'՜ , где <? = I 1 +?, Р™ (</) присо­
единенные функции Лежандра первого рода комплексного аргумента [8]

р: (<,) = (,= -1 d^-

Следовательно

(31)

где А.,,. „ подлежащие определению неизвестные коэффициенты. С по­
мощью (28) находим

grad р,= - 2nGptp։B(e։) тЛ,։е։„
978-9 
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где е,» - единичный вектор в направлении увеличения (1. Так что с 
учетом (31) получим:

[; £га<1 рг = — 2-в’^г-.В (е2) К„,т Р" (д) е"՞'. (32)

С помощью уравнений (20) и (24) получаем дифференциальное урав­
нение Пуанкаре для определения функции П;

1 Охг 1 ду- 4
о-
Ог-.

П .-= 0.

Оказывается, что в теории аксиально симметричных фигур рав­
новесия несжимаемой материи вполне удовлетворяющие результаты 
получаются с помощью полиномиальных решений уравнения Пуанкаре 
14]. Здесь мы будем пользоваться решением типа [4—7].

II = А (х /у)՜, А = сопбЕ

Тогда с помощью (24)

Далее, с учетом того,

находим, что

2А/(х + /и)и Ж =------5------֊֊—
ш — 22.

2А(х 4- ։'у)Ни — — »
’ «. - 22,

(33)

(34)

и, = 0.

что |9]

Р’(<?) =3(9։֊1) = ЗС’,

легко показать, что

[ПЪ.= ֊-^лл2(<7)е?'\ (35)

[АД,] =----- 2Л* —— (36)
г Зш(ш —2У։) 1—

Сравнивая (31) с (36) находим

ч (37)
Зо։(ш —22,) 1—т-

где 8/;—символ Кронекера.
Подставляя выражения (32), (35) в граничное условие (30), с уче­

том (37) получим уравнение для определения частоты возмущений и>:
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ш((<> 22։) = — 4nG’p2B(e2) 1—*։'

42i

откуда
>■>!. 2 = 21 ± |/Л2? ֊ 4^Gp։fi (е։) j-^-։ • (38)

Устойчивость ДГВ-фигур определяется знаком подкоренного 
выражения формулы (38). С учетом (3) находим, что для устойчи­
вости необходимо

1 V
—5--------- з—arc sinе2 е2

Учитывая также соотношение (15), получим, что устойчивость опре­
деляется знаком функции

1+ т։ / 1 V1— е? \
Л (', е2) = 1 - ——։ --------— arc sin е,J > 0. (39)

Устойчивость же ДГВ-фигур внутри вытянуто-сфероидальной звездной 
системы определяется знаком функции

/₽ (b /=) = 1 - ( Ь 0- (40)

На рис. 3 приведены для иллюстрации графики функций /5(") и 
/Р(՜) для некоторых значений е2 (рис. За) и /։ (рис. Зб).

Г
Ряс. 3.

Решая неравенство (39) находим, что у устойчивых гиперболои- 
дальных фигур равновесия имеется верхний предел по т:
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11 — .2 < -2 _ _ _____ 1______ ‘ 2_____ (41)
R'+ г? "г е, (1 + е^) — )/1—е^агсз'ше-

Максимальное значение т достигается у сферических звездных систем, 
где 2пр = 1 I 2. С увеличением сплюснутости звездной системы -,1р па­
дает и при 1—е3^С1:

=0.79 (1-е.)1'«. (42)

Условие (41) и (42) также можно сопоставить с данными наблюдений. 
Это будет сделано в другой работе.

У вытянутых звездных систем величина * также ограничена сверху, 
но величина верхнего предела тпр здесь больше (см. рис. ЗЬ).

Применение полученных соотношений к анализу формы слоя меж­
звездной среды в реальных галактиках будет дано в следующей ра­
боте [3], где также учитывается влияние самогравитации межзвездной 
среды и ее магнитное поле.

В заключение работы сделаем несколько общих замечаний. Как 
следует из полученных результатов, переход от вложенных сфероидаль­
ных фигур равновесия к гиперболоидальным фигурам происходит по 
мере постепенного увеличения угловой скорости вращения этой подси­
стемы. Следовательно, можно предполагать, что в длительном про­
цессе образования звездных подсистем галактики с последовательным 
увеличением угловой скорости и сплюснутости подсистемы (известно, 
что у более молодых звездных подсистем больше и е, и 2) наступает 
момент, когда более вероятным станет фигура равновесия в виде 
двуполостного гиперболоида вращения, что и соответствует образова­
нию четко выделенного слоя межзвездной среды.

Дальнейшая эволюция слоя межзвездной среды в рамках рассматри­
ваемой модели может идти различными путями. Возможно, что угловая 
скорость вращения продолжает увеличиваться. Тогда, как следует из 
(19), должна увеличиваться и величина т~г0//?—это соответствует 
увеличению эквивалентной толщины слоя межзвездной среды на пери­
ферии галактики. Возможно, что этому состоянию соответствует наша 
Галактика с большей эквивалентной толщиной слоя межзвездной сре­
ды (порядка 2—3 кпс) в ее периферийной части. Дальнейшее увеличе­
ние * приведет к неустойчивости системы и разбросу слоя межзвездной 
среды. Может быть эту неустойчивость можно связать и с причиной 
возникновения спиральной структуры галактик. Однако не исключена 
возможность, что в процессе дальнейшей эволюции слоя межзвездной, 
среды угловая скорость не меняется и даже немного уменьшается. 
Тогда со временем параметр или уменьшается, или же слой 
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межзвездной среды будет представлять собой стабильную, четко вы­
раженную фигуру равновесия в виде двуполостного гиперболоида 
вращения.
Ереванский государственный 

университет
НИРФИ, г. Горький

THE EQUILIBRIUM FIGURES OF INTERSTELLAR 
MEDIUM IN SPHEROIDAL GALAXIES

M. G. ABRAHAMIAN, S. A. KAPLAN

The problem of calculation of possible figures of equilibrium of 
interstellar medium with solid-body rotation imbedded inside the sphe­
roidal galaxies is considered.

It is shown that with the increase of angular velocity the forms 
of equilibrium figures change from the spheroidal, through a flat 
disc to the hyperboloidal figures with two cavities. The problem of 
stability of such figures is considered in the model of incompressible 
fluids. It has been shown that the limits of eccentricity exist depen­
ding on the density and shape of galaxy, beyond which the hyperbo­
loidal figures are dynamically unstable.
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