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Предлагается достаточно простая аппроксимация интеграла столкновений, удов­
летворяющая закону сохранения анергии и Н-теореме Больцмана. Посредством 
ее исследована роль иррегулярных сил в слабонестационарных самогравитирующих 
системах. Критическая длина волны Джинса не зависит от интенсивности иррегуляр­
ных сил, а инкременты возмущений в типичных случаях уменьшаются.

В последнее время появилось несколько работ в звездной дина­
мике [1—4] и теории плазмы (см., например, [5, б]), в которых вопро­
сы, связанные с обычной диффузией в пространстве скоростей, реша­
ются с помощью штосс-члена Чандрасекара [7] или его более упро­
щенной формы [8, 9]. Однако штосс-член Чандрасекара не удовлет­
воряет закону сохранения энергии, так как, умножая его на квадрат 
скорости и интегрируя по всему пространству скоростей, получим вы­
ражение, отличное от нуля.

В данной работе исследуется влияние иррегулярных сил на коле­
бание и устойчивость слабонестационарных самогравитирующих си­
стем. Наш ход рассуждений такой же, как в [2], отличие состоит в 
том, что у нас предлагается другая, видоизмененная форма штосс- 
члена. Отметим, что при соответствующем рассмотрении эта форма 
штосс-члена может быть использована и в теории плазмы.

7. Штосс-член, его свойства и линеаризация. Если рассмо­
треть основные свойства взаимодействия двух гравитирующих тел, то 
вместо штосс-члена Чандрасекара правильнее взять следующий штосс- 
член:
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1^1 = ^4՜ [(« — «)/+"* у՜]’ (!)

I д։ ду [ »«и
причем

V = — С«/Ж>, «։ = ~ ( (и —ъ)2[&и, (2)
Р 31*Л

где V—аффективная частота звездно-звездных сближений, р = | /«/о —

звездная плотность, V — вектор скорости звезды, V — вектор скорости 
А

центроида и V2 — скалярная величина, характеризующая изотропную 
диффузию в пространстве скоростей. Последние две величины зави­
сят от координат и времени. Здесь и далее, если интеграл без обозна­
чений пределов, то интегрирование производится по всему простран­
ству скоростей. Штосс-член (1) при и=0 и V2, равном дисперсии мак­
свелловского распределения (4), переходит в штосс-член Чандрасекара.

Рассматриваемый нами штосс-член (1) обладает следующими 
свойствами:

1. ^ = 0 <3>

для ф = 1, V и V2. То есть выполняются законы сохранения массы,, 
импульса и энергии.

2. Подстановка максвелловского распределения 
_ 3

/0М = (2««)“е՜^ (4)

в (1) дает нуль.
3. (1) удовлетворяет Н-теореме Больцмана. Проверка первых 

двух пунктов проста, а доказательство третьего пункта приводится в 
приложении I.

Таким образом, штосс-член в форме (1) можно применять для 
исследования необратимой эволюции звездных систем, он будет точ­
нее, чем приближение, данное Чандрасекаром.

Перейдем к выяснению роли иррегулярных сил в слабонестационар­
ных звездных системах на примере бесконечной однородной модели.

Основное уравнение звездной динамики берем в виде

+ (5>
01 дх ду дг дх ду дуу дг ду* | д1 |։/

дополненное уравнением Пуассона
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— - (6)Ох։ ду- дя'
где 122 = 4՜ Ст, т — масса отдельной звезды. Линеаризация (1), (2), 
(5) и (6) дает

2. Вывод дисперсионного уравнения. Ввиду однородности среды 
в равновесном состоянии, можно сразу выделить из возмущения гармо­
нику с определенной длиной волны. Все направления равноправны, по­
этому можно считать, что направление волнового вектора совпадает с 
осью х, а длина его к^>0. Тогда по симметрии

4А, + 7,_ + ,,у Ы , <>/о <*Ъ । <Уо О*?! , д/о
д1 дх 9 ду дя дух дх до у ду до* дя
д >■■= ч---- (

дож\
«жА 4֊ °2^՜} + ’ у-(и»/1 + '։ + ^-^֊ (vгf1+at■^ } —

/ О1)у \ (№у/ иЮх \ V V-/
<7)

И

й. + & + _ въ, (8).
дх' ду' дя'

где Р1 = 1 а Д и — соответственно, возмущение функции распре-

деления и гравитационного потенциала, причем 1/11^1/оЬ Система 
единиц выбрана так, чтобы р0 = 1.

Оу У о» = 0.

Обращаются в нуль также все производные по у и я. Заменим д)дх 
на (к. Если еще отделить время посредством д/д1 = р, то вместо (7) 
и (8) получаем

к оих Оух \ ОЪх/
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Далее интегрируем (9) по компонентам иу и V- один раз непосредствен­
но, а другой раз — предварительно умножив на V2 4֊ V2. Получаются 
уравнения, соответственно, для функций

А («„ С ю (ух, () + V2)

Именно, после интегрирований по частям оказывается

(р + гЪ;х)А4֊/֊^ — = 
к (IV,

д 
V----------

дюк
(ухК + о։-^ ) — 
\ дух)

— ■* {юх1ик}х + V -- (—- С гЛАг/ох + — Си)<1ух —
<&х 3 \ з 3 з.) п/

(10)

. . . аг22|4 с!Р0 д / • . ди> X(р + гких) го 4֊ 2г------  —2 = V — ( ггхго 4՜ 0 — ) 4֊
к аух Оух \ Очх/

(1Р I՜*
4֊ 2* (2а’А — го) — 2^’ —֊ ггхАЛх + 

аух J (П)

4՜ 2Ч (а* 75“ 4՜ 2Р0\ ^-֊֊ [ и2Аг/их + 4֊ Ггог/гг, — з։|4 
X аюх / X 3 л 3 J

где Го — проекция функции /0 (и) на ось г»х:
V2

ро = (2ка2) 2 е •

Полученную систему уравнений решаем посредством преобразования 
Фурье. Введем следующие обозначения:

С —С —
% (т) = I Ае х г/г>х, У (т) — I ше <1ух, 6 (") = I (1юх,

подразумевая, что эти функции еще зависят от I. В частности, при 
т = 0 имеем

14 = X (0), уихАЛх = гхГ (0), | и’АЛ, = - X" (0).

Учитывая все это, получаем 
Я У -2’(„ _ к) + {р 4 „4=) X (■:) = 9 (г) х (0) ч- уз9 (г) X' (0) 4֊
ох к

+ ^ь)|^- ^-+3։^(0) |=т ( }
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п У
(֊« ֊ к) ± (р + >3*т*) У (-.) = 2* [23Щг) - У(-)]-г

23։2“
3б(֊)Х(О) + 2^-б(3)^(О) + (13)

4-2^ (;М -2)6(т) Х'(С,)
3

Г(О)
2

к
■։х(0) |-

Последнее уравнение заменим таким:

(*- ֊ к) 4- (р + 2, + г(-.) = 
о~

= 4*0 (-) Х"(0)
3

Г(0)
2

+ о’Х(0)
(14)

где 7=2а»Х- У.
Введя переменную **! = т — (А/*), (12) и (14) можно для краткости

записать в виде

р + 2* 4֊ *э2 к VI / к \4- —) 2=А1(т14-—)•
V / | \ * /

(15)

(16)

Функции К(т.) и ЛГх(т) являются аналитическими, причем, в их опреде­
ления Х(ъ) и Z(՜) входят только посредством своих начальных значений.

Из (12) при т = О

Л*(0) =-у-Л՜ (0).к (17)

Продифференцировав (12) по т и подставив в полученное выражение 
т=0, с учетом (17) получаем

_2__ 02
Х*(У)=?——ХЦ)). (18)

К

Везде следует учесть, что У(0) = 2э։АГ(О) — ^(0). Л'(О) и Z(0) можем 
найти только после решения (15) и (16).

Остановимся на требовании аналитичности Х(~) и Z(•:) в неко­
торой окрестности особой точки гх= 0. Это означает существование 
интегралов

. ал>х С аъх
1А(их, /)е сг«т, ( го(и„ 0 е (19)

711-10
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хотя бы в некоторой полосе | а | <^ Т, Т^>0. Такое условие вызы­
вается особенностями принятой формы штосс-члена, так как в ней дина­
мическое трение пропорционально v. Реально динамическое трение 
для высоких скоростей убывает. Поэтому, если рассматривать такие 
функции Лиш, для которых большие значения скорости играют срав­
нительно существенную роль (тогда интегралы (19) будут расходиться), 
то их эволюция со временем все равно будет описываться неправильно.

Общие решения (15) и (16) находим по методу Лагранжа, по­
лучаем

*(*) ’ “лТТ + " (20)^(ъ) J 'i V v / О

= 2 л1/С + d'» <21 >
VTj/V (-J J \ 'i /

о
где

q /о2т* 2Ла2 
(тх) = const • exp I—|--- -— T։

Здесь

_ p ՛ k^2
4 <։ (22)

При 0<О интегралы (20), (21) расходятся и требуется аналитическое 
продолжение.

Подставляя т = 0 в (21), с учетом (17) и (18) получим

^(0) = ЦТ- (р2 - 2« + Ро») Х(0), (23)
еЛ։

где
1 **»*.

8 = e(p)=l--lC(l-5)fl+Je” 'd;.

о
Теперь подставим (23) в (20) и при i — 0 получим следующее диспер­
сионное уравнение:;
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р1 — 2։ -J- £։о։ 
Зв(р)

1 . ■.
V» = ( >р + 2«) р (1 +

(34)
Л.

Отметим, что в (24) не содержатся некоторые особые решения. 
Пусть Р=—п (л = 1, 2, 3,...). В этом случае аналитические решения 
(12) и (14) являются более общими, чем (20) и (21) и включают в 
себя произвольные постоянные. Из (22) получаем

Л*а։ р — — nV--------
V

При v->oo второй член становится несущественным. Это означает, что 
вязкость системы отодвигает самогравитацию на задний план и мы по­
лучаем асимптотику р = — л>, которая характеризует локальную ре­
лаксацию. При конечном v в решениях данного типа иррегулярные си­
лы все равно играют существенную роль.

3. Критическое волновое число и асимптотика возмущений при 
больших V. Критическое волновое число разделяет неустойчивые и 
устойчивые возмущения и определяется подстановкой р = 0 в диспер­
сионное уравнение. Рассмотрим основное уравнение (24). При р = 0 
оно примет вид

1 *•»» , *«□». I **»■ , л։»>.
Г “—1 Рза—2’Г —1= 2* $ (1 - «) е Л + —------ £’ (1 - В) е di.
J Зе(0) J
о о

(25)

Осуществив в первом интеграле (25) замену 1 — ?=« и применив 
интегрирование по частям, получим, что он равен м։/(А։а2). Тогда (25) 
можно записать в виде

1 W
р2(1-В)” 

о
(kW - 2։) ։ к^֊

Зв (0)
е di = 0.

Отсюда критическое к

Иными словами, критическая длина волны Джинса не зависит от V и 
остается такой же, как в бесстолкновительных системах, для которых 
она была вычислена в [10—13].
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Таким образом, по аналогии с определением Джинса [14] система 

устойчива, если к^>к* (когда Иер<^0), неустойчива, если к < к* 
(когда Не р > 0), и стационарна во времени, если к = к* (когда 
Не р = 0).

Теперь перейдем к нахождению асимптотики возмущений при 
?-*оо. В (24) разложим экспоненциальную функцию в степенной ряд 
и ограничимся двумя первыми членами разложения, чтобы получить 
ниже члены до порядка V-1 включительно. После вычисления возник­
ших простых интегралов имеем

= (УР 4֊ 2’)
₽(₽ + !)

2Ро»
₽(? + !)(? + 2) V2

+ з 4 ~Т
Р + 2 (₽ + 2) (? + 3) I

______ 2_______ ____________ 6 к2՜1 ■_______  
?(₽ + !)(₽+ 2) + ?(Р+1)(0+2)(₽ + 3)*’

(26)

Умножив обе части (26) на р (Р 4֊ 1), разложим выражения, стоящие в 
квадратных скобках, по степеням V՜1, учитывая (22). Находим

/ к֊^ к։<з- \₽(Р + 1)^ = 0р+22)(1 + ^-^р) + 
\ 2у՛ /

+ (/>’-2« + -у֊ + -֊֊ + ֊^т)- ( }

\ 2 V 4 V8 6 ՝г /

Отсюда получаем искомое дисперсионное уравнение при больших V

18р3 + 6 (5^о8 - 322) р 4֊ — (10£«а4 - 10А:ао82а - 23к^։р* 4-

4-27 2’р։ - 27р«) = 0, (28)

где поправки более высокого порядка можем не вычислять. Если от­
бросить в (28) член, пропорциональный V-1, то оставшаяся часть сов­
падает с дисперсионным уравнением, полученным гидродинамическим 
методом в приложении II. Величина

является границей гидродинамической устойчивости.
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Решение (28) будем искать в виде

1 
Р = Р<Г----- Руу (29)

где р0 — решения гидродинамического дисперсионного уравнения:

ро = 0, ±|/՝2«--1рэ« . (30)

Для нахождения подставим (29) в (28) и полученное выражение в 
левой части (28) разложим в ряд Тейлора. Находим

10 к2зг (к& - 2«) - (23 к'°1 — 27 2‘) р-0 — 27 р* /О1 ч
Р' ~ 6(9р2 ֊-32а + 5А։а։) (31)՛

Данное решение не справедливо только вблизи к = )/3/5(2/о), посколь­
ку в этой точке не имеет место разложение Тейлора.

Характерно, что для решения, совпадающего в гидродинамиче­
ском случае с ро=О, получается в интервале (1^3/5к*, к*). В ги­
дродинамическом случае это решение соответствовало бы сосущест­
вованию объемов с разной температурой и плотностью, но с совпада­
ющим давлением. Однако кинетические ^'эффекты препятствуют под­
держанию такого равновесия и, как видим, могут вызвать медленно 
нарастающую неустойчивость.

Относительно колебания с р0 = + ]/ 2’ — (5/3) к2з2 отметим, что 
оно от кинетических эффектов зависит мало.

4. Асимптотика возмущений при малых V. Поскольку в реаль­
ных звездных системах мало, то решение (24) при малых у имеет осо­
бую важность. Перед тем как начать рассмотрение (24), приведем его 
к более удобной форме. Обозначив интегралы в нем, соответственно, 
через ./у и /2, имеем

V» = (^ + 2«) /։ + рг-^ + ^ л (32)
□8

В в, и сделаем опять подстановку 1 —5 = « и проинтегрируем по 
частям, после чего получим

4м* к2°2 + у» (₽ + 1) — 7։Р (₽ + 1) е ’’

V* ур —  !— а 
к2°2 к2°2

(33)

(34)
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/+4(1—>+Л (35>к~аг Л’а- 4

где введено обозначение
1 **»*.

/= р^—1е (36)

о
Чтобы воспользоваться разложением по степеням к, нужно в 

(36) сделать такую же замену, как и в [2], а именно:

Тогда
ОО

/ р кг
ехР~ — 9-------\ Лз V

к^ ,
<7------— е ]dq.

Подставив сюда разложение 
тельно, имеем

срункции е до порядка включи-

Наконец, после вычисления интегралов (см. [15]),

ятности.
Теперь (37) подставим в (33)—(35). Тогда (32) примет вид 

28Лз — А’о’ — &1рЕ (р) + (р) — 0,

4- (ок - рЕ(р)) [(р8 + (4^0* - 2») — бр»^8]
6Л4о4

(38)
где

Л(р) (р8-28 + *8а8)£(р)
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Легко показать, что при v = 0 (38) переходит в дисперсионное 
уравнение бесстолкновительных систем, полученное в [10—12, 16].

Решение (38) будем искать в виде

P-Fo + W (39)
где теперь р0—решение дисперсионного уравнения бесстолкновитель­
ных систем [17].

Подставляя (39) в (38) и разлагая Е{р0 -|- *р։) в ряд Тейлора с 
точностью ~ V, найдем

р = fÙ*________ (Ро)___________ (40)
Р} & к^-Щ + к^Е^) 1

Отрицательность рг при 0 < к — к*'4.к* доказываем в приложении III.
Как мы видим, оба предельных случая подтверждают, что 

к* = 2/о разделяет устойчивые и неустойчивые решения.

Заключение. Мы рассмотрели влияние иррегулярных сил на ко­
лебание и устойчивость слабонестационарных самогравитирующих си­
стем с помощью штосс-члена (1), удовлетворяющего закону сохране­
ния энергии и Н-теореме Больцмана. Оказалось, что эти силы не 
затрагивают критическую длину волны Джинса. Поправки за иррегу­
лярные силы при малых ч отрицательны в устойчивом случае, то есть 
процесс затухания возмущений облегчается.

При больших ч имеет место потеря непрерывности при переходе 
к гидродинамическому пределу: в интервале (]/3/5 к*, к*) инкремент 
неустойчивости уменьшается до нуля. В этом случае при любом ко­
нечном V неустойчивость формально остается, а при v = оо она ис­
чезает.

Реальные звездные системы, конечно, неоднородны. Тем не ме­
нее, уже на примере однородной модели выявляются многие качествен­
ные стороны совместного действия регулярных и иррегулярных сил.
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университет

ON THE ROLE OF IRREGULAR FORCES IN WEAKLY 
NON-STATIONARY SELF-GRAVITATING SYSTEMS

V. A. ANTONOV, S. N. NURITDINOV

A suitable simple approximation of the collision integral is pro­
posed. The conservation of energy and the Boltsmann’s H-theorem are 
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fulfilled. The role of irregular forces in a weakly non-stationary, self-gra­
vitating system is investigated by means of this approximation. The 
Jeans’ critical wavelength is not affected by the magnitude of irre­
gular forces .The increments are decreased by the irregular forces in all 
typical cases.
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Приложения
I. Докажем, что (1) удовлетворяет Н-теореме Больцмана, т. е. 

закону возрастания энтропии. Достаточно дать доказательство для 
пространственно однородного случая. С этой целью умножим обе ча­
сти (5) на 1 + 1п/ и проинтегрируем по всему пространству скоро­
стей. Имеем

-^ = ֊С(1 + 1п/)|^- <Ь>, (1.1)

где 5 = —у/ 1п есть энтропия системы. Остается показать, что

интеграл, стоящий в правой-части [1.1], меньше либо равен нулю. Для 
этого в него подставляем (1) и, интегрируя по частям, получаем



СЛАБОНЕСТАЦИОНАРНЫЕ САМОГРАВИТИРУЮШИЕ СИСТЕМЫ 623
Пусть Л/(и)=(и — а = (1//) Тогда выражение в ква­
дратной скобке в последнем уравнении, согласно неравенству Коши- 
Буняковского для функций М(и) и *4 (и), является положительным.

II. Выведем дисперсионное уравнение в случае ч — оо гидродина­
мическим методом. Если с самого начала предполагать, что распреде­
ление Максвелла устанавливается мгновенно, то можно вести расчеты 
методом моментов.

Сначала получим нужные нам связи между моментами. Предста­
вим некоторую случайную величину ; в виде ; = а 4֊ '/), причем я — ма­
лая величина, а средние значения ; = а, т) = 0 и ;* — а' + т/ тД- 
Тогда =/ = + Зя » 3' •?*. (П.1)
Если с։ — некоторая другая независимая случайная величина, то

?•£? = « - л 
?• «1.

Вернемся к основному уравнению звездной динамики (5). 
следующие обозначения

(П.2)
Введя

V,

и интегрируя (5) по и, предварительно умножив его на 1, 
4֊ соответственно, получаем

^-+^-0, ■
д։ дх

г»х и

^. + ^_и^ = 0, 
д1 дх дх

ди д , Г , ,
дt дх

_ д® _-25-' — О, 
их

где р =у/</и.

Из (П.1) и (П.2) следует, что

х 4՜ (Ку 4՜ ®г) = 5зи.

Линеаризация этих уравнений и замена д/д1 = р тл д)дх — гк с учетом 
уравнения Пуассона дает

РР։ 4- = О,

5 = и Ю
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-I- = г —;—

4- 5/Ля։8։ = 0.
откуда находим дисперсионное уравнение 

зд’֊за։ +5)^=0,

III. Докажем, что выражение (40) отрицательно при 0<^к—к*<£к*. 
Введя обозначения 7 = (р^2։)— 1 и R = (к/к*)2, из (40), с учетом 
определения р() в (38), получаем

(7 + 1)
7 + з/г - 6 /?з 

6Л(7 + /?)
7 4՜ .

3

При /? = 1 и — 1 <7<1/3 эта дробь отрицательна. То же по непре­
рывности верно и при R, несколько большем 1.

Отметим, что в некоторых случаях возможно и рх > 0: в обла­
сти очень больших к или при к < к* (при к = 0 имеем р2 = 2* неза­
висимо от м).


