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ãäå dPi, i = 1, 2 - ìåðà Ëåáåãà â ïðîñòðàíñòâå R3. Òàê êàê

(1.2)

∫∫
{P1, P2∈D}

dP1dP2 = V 2(D)

(çäåñü ìû èñïîëüçóåì, ÷òî òî÷êè P1 è P2 âûáèðàþòñÿ íåçàâèñèìî â D), ìû ïî-

ëó÷àåì

(1.3) Fρ(x) =
1

V 2(D)

∫∫
{P1,P2∈D : ρ(P1,P2)≤x}

dP1 dP2.

Èç âûðàæåíèÿ ýëåìåíòà ïëîùàäè â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ãäå â êà÷å-

ñòâå íà÷àëà êîîðäèíàò ìû âûáèðàåì òî÷êó P1, ïîëó÷àåì
x = r cosψ sin θ

y = r sinψ sin θ

z = r cos θ

ãäå r - ðàññòîÿíèå ìåæäó P1 è P2, ψ - óãîë ìåæäó ïðîåêöèåé îòðåçêà P1P2 íà

XOY è îñüþ OX. θ - ýòî óãîë, îáðàçîâàííûé îñüþ OZ è îòðåçêîì P1P2. Òàêèì

îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå èç äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ñôåðè-

÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì

dP2 = dx2d y2 dz2 = r2 sin θ dr dθ dψ.

Èñïîëüçóÿ ýòî âûðàæåíèå, ìû èìååì

(1.4) dP1dP2 = r2 dr sin θ dθ dψ = r2 dr · dK,

ãäå dK - ýëåìåíò êèíåìàòè÷åñêîé ìåðû â R3.

Êèíåìàòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå áûëà âïåðâûå ââåäå-

íà Ïóàíêàðå. Â ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè ýòî ìåðà Õààðà ãðóïïû äâèæåíèé

(ñäâèãîâ è âðàùåíèé), êîòîðàÿ äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü R3 - åâêëèäîâî

òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, è dK - êèíåìàòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü, íîðìèðîâàííàÿ òàê,

÷òî ìåðà âñåõ ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî òî÷êè ðàâíà 8π2. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìåðà

âñåõ ïîëîæåíèé òåëà D ñ îáúåìîì V (D), äëÿ êîòîðîãî D ñîäåðæèò íåïîäâèæíóþ

òî÷êó, ðàâíà 8π2V (D).

Èñïîëüçóÿ (1.4), ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü (1.3) â ñëåäóþùåì âèäå:

(1.5) Fρ(x) =
1

V 2(D)

∫
0

x

r2K(D, r)dr

4



ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÐÀÑÑÒÎßÍÈß ÌÅÆÄÓ ÄÂÓÌß ÑËÓ×ÀÉÍÛÌÈ ...

ãäå K(D, r) - êèíåìàòè÷åñêàÿ ìåðà âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ îòðåçêîâ äëèíû r,

ëåæàùèõ âíóòðè D. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèåé ïëîò-

íîñòè fρ(x) ðàññòîÿíèÿ ρ(P1, P2) è êèíåìàòè÷åñêîé ìåðîé K(D,x):

(1.6) fρ(x) =
x2K(D,x)

[V (D)]2

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìû ìîæåì âû÷èñëèòü êèíåìàòè÷åñêóþ ìåðó âñåõ íåîðè-

åíòèðîâàííûõ îòðåçêîâ, êîòîðûå ëåæàò âíóòðè D, à çàòåì óìíîæèòü ðåçóëüòàò

íà 2.

Ïóñòü S1 = MS - îáðàç îòðåçêà S ïðè åâêëèäîâîì äâèæåíèè. M - ãðóïïà âñåõ

åâêëèäîâûõ äâèæåíèé â ïðîñòðàíñòâå R3. Äëÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïû M

ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ìåðà Õààðà, ò. å. ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ, íå òîæäå-

ñòâåííî ðàâíàÿ íóëþ áîðåëåâñêàÿ ìåðà, èíâàðèàíòíàÿ êàê ñëåâà, òàê è ñïðàâà.

Îòðåçîê S1 ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ äâóõ êîîðäèíàò (γ, t), ãäå γ ∈ J (J -

ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïðÿìûõ â R3) ñîäåðæèò îòðåçîê S1, à t - îäíîìåðíàÿ êîîðäè-

íàòà öåíòðà îòðåçêà S1 íà ïðÿìîé γ. Â ïðîñòðàíñòâå M îïðåäåëèì ìåðó ïî åå

ýëåìåíòó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(1.7) m(dS1) = dγ dt,

ãäå dγ - ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ìåðà â ïðîñòðàíñòâå J , èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî

ãðóïïû M , à dt - îäíîìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà γ. Ìåðà m(·) íàçûâàåòñÿ êèíåìà-

òè÷åñêîé ìåðîé íà ãðóïïå M .

2. Îñíîâíàÿ ôîðìóëà

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíà îñíîâíàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êèíåìàòè÷åñêîé

ìåðû K(D,x) â òåðìèíàõ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû õîðäû òåëà D. Êàê

èçâåñòíî (ñì. [1] - [3] èëè [10]), ðåøåíèå çàäà÷è î íàõîæäåíèè êèíåìàòè÷åñêîé

ìåðû K(D,x) îòðåçêîâ ïîñòîÿííîé äëèíû x, öåëèêîì ëåæàùèõ â D, íåïðîñòîå è

ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ôîðìû D. Î÷åâèäíî, ÷òî

K(D, r) = 0, åñëè r ≥ diam(D)

ãäå diam(D) - äèàìåòð D, ò.å. diam(D) = max{ρ(x, y) : x, y ∈ D}, ãäå ρ(x, y) -

ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è y. Ñëåäîâàòåëüíî, òîëüêî ñëó÷àé 0 ≤ r ≤ diam(D)

ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñòàòüå. Î÷åâèäíî, ÷òî â óêàçàííîì ñëó÷àå

(2.1) K(D, r) =

∫
[D]

∫
t∈(0,χ(γ)−r)

dγ dt =

∫
(χ(γ)− r)+dγ,
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ãäå [D] = {γ ∈ J : γ ∩D 6= ∅} - ìíîæåñòâî ïðÿìûõ â R3, ïåðåñåêàþùèõ òåëî D,

χ(γ) = γ ∩D - õîðäà â D, à

x+ =

{
0, åñëè x ≤ 0

x, åñëè x ≥ 0.

Èçâåñòíî, ÷òî (ñì. [1] èëè [4])

(2.2)

∫
χ(γ) dγ = 2πV (D),

∫
dγ =

π

2
S(D)

ïîýòîìó,

(2.3) K(D, r) =

∫
χ(γ)>r

χ(γ) dγ−r
∫

χ(γ)>r

dγ = 2π V (D)−G(r)−r π
2
S(D) [1−FD(r)],

ãäå

(2.4) G(x) =

∫
χ(γ)≤x

χ(γ) dγ

è FD(·) - ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû õîðäû òåëà D, îïðåäåëÿåìàÿ êàê

(2.5) FD(y) =
2

πS(D)
·
∫
χ(γ)≤y

dγ

(òàê êàê
∫

[D]
dγ = π

2 · S(D)). Òåïåðü äîêàæåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

(2.6) G(x) =
π

2
S(D)

∫
0

x

u fD(u) du,

ãäå fD(x) - ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè äëèíû õîðäû òåëà D, ò. å. fD(x) = F ′D(x) - ïåðâàÿ

ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Òåïåðü âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

G(x). Èìååì
G(x+ ∆x)−G(x)

∆x
=

1

∆x

∫
x<χ(γ)≤x+∆x

χ(γ) dγ

= (x+ θ∆x)
π

2
S(D)

FD(x+ ∆x)− FD(x)

∆x
.

Òîãäà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ FD(x) îáëàäàåò ïëîòíîñòüþ

fD(x), ïðè ∆x→ 0, ïîëó÷èì G′(x) = π
2S(D)x fD(x), îòêóäà ñëåäóåò

(2.7) G(x) = G(0) +
π

2
S(D)

∫
0

x

u fD(u) du =
π

2
S(D)

∫
0

x

u fD(u) du,

ïîñêîëüêó G(0) =
∫
χ(γ)≤0

χ(γ) dγ = 0. Òåïåðü ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó (2.7) ïóòåì

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

(2.8) G(x) =
π

2
S(D)

∫
0

x

ufD(u)du = −π
2
S(D)

∫
0

x

u d[1− FD(u)]

= −π
2
xS(D) [1− FD(x)] +

π

2
S(D)

∫
0

x

[1− FD(u)] du.
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Íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ (2.8) â ôîðìóëó (2.3) äëÿ K(D, r), ïðèõîäèì ê îñíîâíîé

ôîðìóëå:

(2.9) K(D, r) = 2πV (D)− π

2
S(D)

∫
0

r

[1− FD(u)]du.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ ëþáîãî òåëà D â R3

K(D, r) = 2πV (D)− π

2
S(D)

∫
0

r

[1− FD(u)]du.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè çàäàíà ÿâíàÿ ôîðìà ôóíêöèè FD(u) äëÿ òåëà D, òî ìîæ-

íî âûâåñòè ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ êèíåìàòè÷åñêîé ìåðû K(D, r) ñ ïîìîùüþ (2.9).

Ôîðìóëà (2.9) áûëà ïîëó÷åíà äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ îòðåçêîâ. Äëÿ îðèåíòèðî-

âàííûõ îòðåçêîâ ýòó ôîðìóëó ñëåäóåò óìíîæèòü íà 2. Ïîäñòàâèâ (2.9) â (2.3) (è

óìíîæèâ íà 2), ïîëó÷èì îñíîâíóþ ôîðìóëó ýòîé ñòàòüè:

(2.10) fρ(r) =
4πV (D)r2 + πr2S(D)

∫
0

r
FD(u) du− r3π S(D)

V (D)2

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü êèíåìàòè÷åñêóþ ìåðó K(D, r) ñ ïî-

ìîùüþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû õîðäû.

3. Ñëó÷àé øàðà â R3

Â ñëó÷àå øàðà D = Bd ñ äèàìåòðîì d, V (Bd) = 1
6πd

3, S(Bd) = πd2. Ïîýòîìó,

èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.1, ïîëó÷àåì

(3.1) K(Bd, r) =
π2d3

3
+
π2d2

2

∫
0

r

FD(u)du− rπ2d2

2
.

Äëèíà õîðäû Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû õîðäû äëÿ øàðà Bd èìååò ñëåäóþ-

ùèé âèä (ñì. [6], [7] èëè [8]):

(3.2) FBd
(y) =


0, åñëè y ≤ 0

(y/d)2, åñëè 0 ≤ y ≤ d
1, åñëè y ≥ d.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ (3.2) â (3.1), ïîëó÷àåì

(3.3) K(Bd, r) =
π2d3

3
+
π2r3

6
− rπ2d2

2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò â (1.6), ïîëó÷èì ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ðàññòîÿíèÿ ìåæ-

äó äâóìÿ òî÷êàìè, âûáðàííûå â øàðå äèàìåòðîì d

fρ(x) =
24x2

d3
+

12x5

d6
− 36x3

d4
.

Ïðèìåíåíèå ÿâíîé ôîðìû fρ(x) (èëè FD(x)) äëÿ íåêîòîðîãî òåëà D äàåò íàì

âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ýòè ôîðìû â êðèñòàëëîãðàôèè (ñì. [9]).
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Abstract. In the present paper a formula for calculation of the density function

fρ(x) of the distance between two independent points randomly and uniformly chosen

in a bounded convex body D is given. The formula permits to �nd an explicit form

of density function fρ(x) for body D with known chord length distributions. In

particular, we obtain an explicit expression for fρ(x) in the case of a ball of diameter

d in R3.
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