
АКАДЕМИЯ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

А.СТРОФ 7. 3 X К А
ТОМ 8 АВГУСТ, 1972 ВЫПУСК 3

АНАЛИТИЧЕСКИЕ ВЫРАЖЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ 
ВРАЩАЮЩИХСЯ ЗВЕЗД

О. X. ГУСЕЙНОВ, Ф. К. КАСУМОВ
Поступила 22 февраля 1971 
Пересмотрена 26 мая 1972

Получены аналитические выражения параметров вращающихся звезд в одном 
частном случае псевдополитропы, введенной как „степенар“. Установлена однознач
ная связь между политропами и степенарами по наиболее существенным — энер
гетическим параметрам.

1. При рассмотрении ряда вопросов, касающихся конечной ста
дии эволюции звезд, а также теории внутреннего строения, обычно 
применяются модели политропных газовых шаров. Политропное опи
сание оправдано в ряде физически осуществимых случаев. Однако 
получить аналитические выражения параметров звезд в таких моделях 
не представляется возможным, кроме случаев п = 0; 1; 5, где п — ин
декс политропии, в то время как знание таких выражений весьма 
полезно для построения наглядной картины эволюции звезд, вплоть 
до релятивистского самозамыкания:

Для того, чтобы иметь возможность получить аналитические вы
ражения массы, момента вращения, вращательной и гравитационной 
энергий звезды поступим следующим образом. Выберем степенной 
вид зависимости плотности вещества р от расстояния г' = R — г до 
поверхности звезды

Р ==Ре (///?)’= ре (1-х)’, (1)

где ус — центральная плотность, г = г,՛ R — отношение текущего радиуса 
к полному и V > 0. Данное степенное распределение довольно близко 
к политропному, П! -= 3 и п2 = 1.5, при значениях показателя степени V 
равных, соответственно, = 4.924 и V» = 1.401. При этих значениях п 
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и * — отношения центральной плотности к средней равны, соответ
ственно, (рс/р) = 54.18 и (ре/р) = 5.99 (см. формулу (3)).

2. Используя (1), получим интегральные параметры вращающейся 
звезды (деформацией за счет вращения пренебрегаем).

2.1. Масса звезды есть
/? 1

М (R) = 4к р (г) гг</г = 4прсЯ3 (1 — г)՜' г’йг = ֊֊рЛ3. (2)
о о

Интегрируя, получим значение средней плотности

- 6р։
Р = О+ 1)0+2) 0 + 3)‘ -(3)

Текущее значение массы внутри сферы на радиусе г в единицах пол
ной массы равно

График изменения функции М (г) приведен на рис. 1.
2.2. Момент инерции звезды относительно оси равен 

ж я R
0 С Р 3 1

I = 2п I sin3 0rf6 I р (г) rAdr = — I br*dr = 64 кр Л’П------------(5)
S1 о +

Тогда вращательная энергия твердотельно вращающейся звезды равна

1Гвр. = — Iw~ = т) Мш-R2 = гК* М ~5l3fl3, (6)
2

где
К-!., ,=---------- 5-----------..----------------^0 + 4)С + 5)

(, + 4)(» + 5) 4[(, + 1)(,+ 2)(, + 3)Р։

К—вращательный момент, т„ s — постоянные, зависящие только от v; 
ш — угловая скорость вращения звезды.

Выражения текущих значений момента и энергии вращения в еди
ницах полных момента и энергии вращения звезды получаются в сле
дующем виде:
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, Г(1 — г)‘ г'дг
(г) = к И = I=

р-2у^2

.Л 1 . (8)
, = 1-(1-х)’+։ р+2 П (* + 0-^^|-

График зависимости 1Г։р.(г)/^.(Я) приведен на рис. 2.

Рис. 1. Зависимость массы звезды от текущего радиуса при степенном за
коне распределения плотности для различных значений показателя степени ч.

2.3. Для нахождения гравитационной энергии звезды восполь
зуемся выражением энергии гравитационного взаимодействия массы 
М [1]:

Ггр. = ~ у* (г) Р <1т> (9.)
V м

где ® — гравитационный потенциал в точке, где находится элемент 
массы <1т = \>&и. Используя общее выражение потенциала для сфе- 
рически-симметрического распределения вещества из [2], в случае 
степенного распределения плотности, после элементарных, но громозд
ких преобразований получим
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8г. С? R2 1 ( ,+2Г (^ + 1) П ,
т = -(7+1)(,+-2)(, + з)т{1-<1-г> (։о)

где С — гравитационная постоянная.
Из (10) при V = 0 имеем потенциал внутри однородной звезды, 

а при г = 1 — значение потенциала на поверхности ф (1).

г/R
Рис. 2. Значения вращательной энергии твердотельно вращающейся звезды в 

зависимости от текущего радиуса, при различных значениях показателя степени

Для получения потенциала вблизи центра можно ограничиться 
двумя членами разложения потенциала по что дает

2
(V + 1) (V + 2)

(11)

где первый член есть потенциал ?(0) в центре звезды. Значения по
тенциала <р (г) при различных значениях показателя степени V приве
дены на рис. 3. Максимальное значение <р(г)/?(1) зависит только от V 
и достигается в центре (см. (10) и (11)):

У(О)
>(1)

(12)

С уменьшением V, т. 
ф (0)/<р(1)—уменьшается.

е. с уменьшением неоднородности вещества,

<р = - 2к Срс/?։
з /

2
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Используя, (1), (9), (10), найдем значения полной и текущей грави
тационной анергий:

8)
(>֊т 1)г(> + 2)2(2> -1-3) (2*-)֊ 5)’ (13)

Ггр(г)
1гг₽(/е)

2 (2* + 3) (2* +5) 
(V + 3) (5у + 8)

(И-(* + 1М(1-я)' 1

। 3(7-Ц)(у+2) 
՛ 0 + 3)(5у + 8)

1 + (2у + 3)я + (у + 1) (2-. + 3) I (1 - г)2' 3-
(14)

Рис. 3. Изменение потенциала внутри звезды в зависимости от текущего ра
диуса, при различных значениях показателя степени V.

На рис. 4 показано распределение гравитационной энергии внутри 
звезды в единицах полной энергии. Как видно из рис. 4, с уменьше
нием неоднородности вещества (с уменьшением *) значение относи
тельной гравитационной энергии на данном радиусе уменьшается. С 
другой стороны, из (15) и рис. 5 следует, что при уменьшении м 
уменьшается и а, т. е. полная гравитационная энергия звезды данной 
массы и радиуса. Следовательно, уменьшение гравитационной энер
гии на данном радиусе носит абсолютный характер.
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Умножая обе части (13) на RjM2(R), с помощью (2) и (3) пред
ставим гравитационную энергию в удобном виде

w = _ J_ (* -Г 3)»(5v + 8) IGM* (R) = а 'GM'(R)
г₽ 8 (2v 4-3) (2?+5) R Я

Рис. 4. Распределение гравитационной энергии внутри звезды в зависимости 
от текущего радиуса, при различных значениях •/.

Или, выражая через массу и центральную плотность, запишем ее зна
чение в функции от центральной плотности при заданной массе кон
фигурации:

V - *1/3Г О’ + З)’ о + 3) (5*4-8) д^/з пз,
ГР 4 1(* + 1)(*+2) (2* 4-3) (2* 4- 5)

= ֊ ?см 5/3Р։Л (16)
Значения гравитационной энергии, определенные согласно (3) с помо- 

м
щью выражения 1^гр = — С и нашим методом, совпадают. На

6
первый взгляд может показаться, что <р ——2Ст/г. Однако, согласно 
(4) и (10),
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2Ст 2<₽ (0) 1
? —-----------------;—~г;-----

(3> + 5) , (у + 1) (2у + 5) 2 (17)

2 2
Вклад же разности (« 4֊ 2Ст!г) в гравитационную энергию равен 

нулю.
3. Между коэффициентами в выражениях вращательной (■»), е) и 

гравитационной (а, 3) энергий, а также отношениями центральной 
плотности к средней при любом распределении плотности существуют 
следующие простые соотношения:

7 3 Р, 1/3 ,

। =4 <«’.ги (18)
? \4" р .

На рис. 5 представлены графики изменения а, а, {5, п и V в 
функции от логарифма отношения центральной плотности к средней.

Рис. 5. График изменения энергетических коэффициентов, показателя степени
-< и индекса политропии п в зависимости от 1ярс/р. 1—политропы, 2—степенары.

Цифра 1 на кривых соответствует значениям коэффициентов для 
политроп, цифра 2 — для степенной функции распределения. Из ана
лиза графика следует:

3.1. Предельные значения коэффициентов а, т(, а, р как для по
литроп, так и для степенного закона распределения совпадают и 
равны
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при р /р = 1 8=5^—^ =3.25, ? = =0.966,
с1 \б/ ՝125/

я = 0.6, т( = 0.2,

при р /р = со е = = 0.535, В = ”7 *։/3 — 0.457,
4 16

Я = СО, '6 — 0.

3.2. При одинаковой неоднородности распределения вещества 
степенного и политропного приближений звезды заданной массы, для 
тех же значений индекса политропии (п = 3 и п = 1.5) относительные 
отклонения коэффициентов следующие (я։ - я^ = Ля и т. д.):

а) п = 3 Дя/яр =—0.11, Де/ея =—0.13,

Лт//т(р = 0.2, лр/^ = - 0.10,

б) п = 1.5 Дя/яр — — 0.07, Ле/е, = - 0.13,

Д^ .= 0.01, Др/₽р = - 0.10.

Итак, введенное нами степенное распределение тем точнее под
ходит к политропному, чем меньше степень неоднородности распре
деления вещества звезды.

Шемахинская астрофизическая 
обсерватория

ANALYTICAL EXPRESSIONS OF THE PARAMETERS 
OF ROTATING STARS

О. H. HUSEYNOV, F. K. KASUMOV

The analytical expressions of the parameters of rotating stars in 
one particular case of the pseudopolytrope—introduced as „stepenar" 
have been obtained. A simple connection between the polytrope and 
„stepenar“ along the most essential energetical parameters has been 
established.
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