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Исследуются модели „Вселенной“ Фридмана в центральной (не сопутствую
щей) системе отсчета (замкнутая, квазиэдклидова и открытая модели). В каждой 
модели исследуются оба предельных случая, когда р=0 и p=s/3.

Модели „Вселенной“ (Метагалактики), предложенные Фридманом,, 
обычно рассматриваются в синхронно-сопутствующей системе. Интер
вал для этих моделей в этой системе имеет вид

- ds3 = ֊ cW + a2 (dX3 + A3dQ3), (1)

- ds3 = а2 (.- dr,3 + d^3 + A3dQ3K

где d&3 = cf6s + sin2 W®2, A = sin y_; /; sh x соответственно для зам
кнутой пульсирующей,„эллиптической“ модели, для квазиэвклидовой 
(„параболической“) и „гиперболической“ открытых моделей. При этом, 
обычная координата

г = аА, а —а (к), (2)

причем вид этой функции зависит как от уравнения состояния среды,, 
заполняющей Метагалактику,, так и от типа модели, X является как 
бы лагранжевой координатой (для р = 0 х действительно лагранжева 
координата).

Следует отметить, что для нахождения а = a (t) обычно вводят 
параметр, зависящий от времени ՛»։ = '’։(<։)• с помощью соотношения 
cd՜ — odrh тогда метрика (1) принимает вид

(3)



572 К. п. СТАНЮКОВИЧ, О. Ш. ШАРШЕКЕЕВ

Решения для всех моделей удобно представить в виде т = "(>)), 
а = а (■»)) = г/Д (/.), откуда, исключая х;, можно найти зависимость 
вида

ст = Г(г; х) (4)

или вида

'• = '•(*; х). (4а)

Исследования уравнений в центрально-симметричной системе от
счета показывают [1], что эти уравнения становятся наиболее удоб
ными для анализа именно в переменных (г; /,). Поэтому имеет смысл 
метрику в этой системе отсчета из метрики (1) также искать в виде

а = Ф (г; X). (5)

Для удобства дальнейших вычислений напишем (1) в виде

— Л2 — — с’сМ +• е!‘с//.3 + гМ2։, (6)

где е|А = а3. Поскольку т = т (г; /)» I = ( (г; х). то

</х = л=д + ь (7)
*1 *х

Исключая из (6), с помощью (7), и <//., придем к метрике

֊ - -э- ( ’? - С'Л' + 1«^ - «<’' - <-’х)’ 1 ТГ -
х X с / ‘х

Ге^г । г* . \ I ?с<114г . о ,О2- — + С-г (&г — ) -----3------ !- Г3с/2։.
Iе I ։х

Потребуем, чтобы член при с<11с1г обратился в нуль, тогда

#г (е11 — с։^) + схгсхг = 0. (9)

Поскольку схх и с~г известны, то из (9) мы можем определить 
1 = Цг; /)• Обозначим
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откуда после простых преобразований будем иметь

е’ (Ю)

Ранее нами была сделана попытка непосредственно преобразо
вать системы отсчета так, чтобы непосредственно определять 
V = V (<; г), >. = }.({; г), однако явного выражения найти не удалось [2].

Анализ этой попытки и привел ^авторов к наиболее рациональ
ному методу преобразования систем отсчета, так что ^ = ^(г;х), 
). = /. (г; /.), где I = I (г; /), причем здесь X играет роль параметра, 
который явно не исключается.

Рассмотрим два простых примера.
а) Для „пылевой“ эллиптической модели Фридмана имеем

------ = а = а0 (1 — соз г,), ст = а0 (?) — з!п — к), 
81П X

откуда

ст = а0 аге зш
а0 зт х «о зш X

а0 зш х

(11)

при

- = 0, ц = к, а = 2а0 = 7?0, г = R = 7?0 з!п х

я

1 4֊ соз т)
1 — соз т)

= -у = 0.

Далее находим

(12)

Теперь уравнение (9) можно написать в виде

+ з1п х соз х = 0, (13)

4-360
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уравнение характеристик которого имеет вид

dr d/ _ dt
г — Ro sin* x sin X cos x 0

Интегрируя (14), найдем решение (13) в виде

г = Ro sin z — Т (cf) tg х»

где T(ct)—произвольная функция.
Таким образом

с/, =----- 37՜-----’ ctl = »* , (г — Ro sin3 х).
Ftgx Fsin2/.

(14}

(15)

(1б>

gV =_____________ _______________ = ta (/?qcos x- ТУ
f^-°sinx—l^fl— — sin’x^ T(R0cos37' T) 
X r /\ r /

gX _ ______1______ __ 7?q cos /— T
l_Aosin։z ЛоСоз’/.-Г

r

Итак, метрика в системе (f; г) будет иметь вид

-ds'֊֊ ^^‘(/EoCOBX- ту dr։(R0cos 7- Т) . {Qt (
S ~ n^ocos3/.֊ Т) + (Z?0cos։x-7') +rda’ (18>

где г, X» связаны соотношением (15).
Введем новую лагранжеву координату ^ = ^osin /, тогда мет

рика будет иметь вид

_ dsi _ _______c'dt-t" (VrI-r2- ту
Т | V R20- R2 - Тj

при атом

(20>
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Поскольку при Z ~ /? = 0, г = 0, t = ", е’ = 1, е’֊ = 1, то
■ Т}- = 1, откуда Т = - 1/ „ Т т- Обозначим — - 1 =

Т У Ro—T aQ
= cos t), тогда

Т— а0 (1 4- cos vj), (21)

Т = — aovj sin т) = — ] /* * ' cos , отсюда aori = -т— ------- = a
” у 1 — cos 7} 1 — cos 7j ° cat

интегрируя которого при условии t = 0, tj = к, получим

ct = a0 (tj — sin 7j — nt). (22)

Исключая из (21) и (22) т;, найдем, что

cf = a0[arcsin ]/ — ^2-— ) ֊ ]/—(2 - — - Л (23)
L у а0 \ «о/ У «о\ “о / J

Поскольку Т = (Ro — a) cos /, то при Z = О, Т = Rj — а или

а = 2а0 — Т = 2а0 — Oq (1 4֊ cos т;) — а0 (1 — cos tj)

= с~, т. е. дей-

Теперь определим скорость [1]

Г7 ,1 юскольку —-2 - = 1 — -х • з г> . з 2GM е =—֊ sin3/., то 7?с81п3/ = —— и

2? = 1 /2GM
Сг COS2X\ гс։ (24)

Отсюда следует, что поскольку Т^> 0, cos/^O и О-С/^к/2. Теперь 
можно интервал окончательно написать в виде
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с8 Л8 VrI-r2- т
Ro-т + *’) -֊֊' VR2—R2 R Т

(25)

При этом хе = _3_/ Я\3 
Ло2 V г ) ՛

в) Рассмотрим теперь ультрарелятивистский случай 
тической модели, когда

а = Ro sin vj, с" = — Ro cos т( = — У Ro — a3,

ДЛЯ ЭЛЛИП-

(26)

отсюда

<*8 + a8=/?’,

при

՛ n ■ о ։sin8 X
sin/.

тс
■q = —> a — R0=2a0, r = 7?os’nZ> "- — О, a = - ctg у = 0.

Из (26) имеем

, / n _ 1
- =" >
sin8/—1

(27)
„  ______rctgz_______

1 / R2
sin/.!/ -p-sin8/.—1

Уравнение (9) для этого случая принимает вид

—1)+yt8Z'< -° <28>
^sin8x —1 / ^-sin’x—1

или

rtr (sin8 / ~ sin2x) + Ctg Z = °՛

Отсюда имеем

dr3 _ 2r8 __ 2/?^ sin* x
</X ~ sin x cos x cosx
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Решение этого уравнения имеет вид

r = tgZ[7’(cO-2?oSin։z]։/2. (29)

Поскольку sin у. Г R — = —> то 
a Ro

, л R^-T(ct) T(ct) — R3
V Ro —R2 ' У Rl — R2 (30)

Отсюда находим, что

с,г = ?£^7.

Г
, 2 cos/г2 / R2 . 4 1

cti = + "з;—, ( о sin z - 1 
Tsin’z \ г2

при этом

_ __________t2 (Т—R2 sin2/)___________ -31
4(^-D[7’-/?oasin։Z(l + cossz)] ’

х _ 1 _ ______(Т— Ro sin2 z)______
в ~ ~ [F-^sin’zd + cos’z)]’

,, c2dt2T2( Г —£?sin2z)
— as — — ------о------------------- й------------------------------- г

4(7?о - Т) [ Т - R'q sin2 z (1 + cos2 Z) 1
, (32)

l <fra(r-/?0sin2z) , ry22
' [7’-/?u2sin2z(l+cos2z)]

T2
При Z = 0, r = 0, ~ = t, e" = 1, ex = 1," поэтому ^-^2-----~

откуда ----- = d У R2 — T = cdt и
2 V R 'o — T 

T=R}-C*t՝= a?. (33) 

Поскольку a2 = R^ — cH2 
------- f 
cos2/.

то при z = 0, a2 = R2 — c2t2 = R2 — c2x2,
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т. е. действительно при г — 0 / = т. Таким образом метрика (32) при
нимает вид:

-dsi = - с8Л2

В результате проделанных вычислений мы получаем возможность 
в простом параметрическом виде найти метрику пространств Фрид-

(Ко СОЗ2 / — С2<2) , 2 (Яр СОЗ8՜/— с2/2)

(Я2 соз* у. — сЧ։) (R2 соз* х — с8/2) 4- гУ22, (34)

Г = X (^0 СОЗ8 7. — сЧ2\'2 = (Яо 31П2 •/. — С8/8 /,)1/2 сЧг
Я02 — R2

(35)

Интересно отметить, что в этом случае ех = е’.
При х = к/2 < = 0, при / = О Т = Яо, г = R. Напишем теперь ин
тервал в виде

֊*■ = (֊ ЛЛ' + Л-։) <»>
— К ) — Ко С I

Определим
>—V

и _ ։ / дг \ _ Р&
с ~е \сд( V(Яо—Я2)(Я2_R*- Л»)

Из (35) находим, что

R՝ - Я2 = ֊1 [Я? - г2 + с֊Р - 1 '(Я2 - г2)2— 2с2;2 (г8 + R2) + с*<* ],

исключая R2 — R2 из (36), окончательно напишем интервал в явном 
виде через (/; г)

_ <*։« = (_ сЧе + <7гг) А- + Ий®։; (37)

р = [я2 - г2 ֊ сч2-V (^ ֊ г8)2- 2Л8 (г8 + /г02)+с*Г*]/г2

(2 = [(Яо - г2)2 + Л4 - 2сЧ։гг - (R2 - г8 + с2#2) X

X V (7?о ֊ г8)2֊ 2с8/8 (г2 + Ro) + <**]

При этом
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кана в центральной системе отсчета. Точно так же можно исследо
вать метрику для А = / и А = бЬ х-

с) Для случая Л = /. имеем следующие результаты:

при р = 0, а = а0

-|- dr* 1*г
(7*r֊Z։)

■ z3cZ У՜3 /37Л2т/ 2/

(38)+- r։d2։,

и при р = — > а = а0

-ds* = (- c*dt* + dr*) —;8—- + r*dQ*. (40)
(4&’r։—х4)

д) Для случая А = sh х аналогичным образом можно получить 
лри р = 0, ст = а0 (sh — т;), а = а0 (ch ц — 1)

- ds* = -c*dt*---------------—---------------- + dr*--------- ----------+ r'dQ*,
(2а0 shy. +- r)(r — 2а0 sin’ x) r — 2a0 sh’ x

(42)

r = th — 2a0 sh x, ct = T1 — 2a0 T —a0 Ar ch (43)
о

, /sh y\’ хе — 6a0 l —- j •

g
м при p = —> a = a0 sh vj, ст == (ch — 1)

- dr = (- c*dt* 4- dr*)  -----£֊—• + r*dQ*, (44)
(r* — a0 sh4x)

r = th x Vrc2t* + 2ct a0 — a*Q sh’x, T = c*t* + 2 ciao, (45)

о 2 / sh X V xs = За* I---- — I •
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В заключение отметим, что случай А = /. при р — 0 ранее был 
рассмотрен Я. Б. Зельдовичем и И. Д. Новиковым [3]. Они получили 
следующие результаты*.

где г, = R !<№, здесь через R обозначен радиус окружности. В на- 
9 у3ших обозначениях г2. =------ —г что совпадает с выражениями е” и ех в
4 *[։г

метрике (38).
Авторы весьма благодарны Я. Б. Зельдовичу за ценные замеча

ния, сделанные им в процессе написания этой работы.
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THE MODELS OF FRIEDMANS „UNIVERSE" IN THE CENTRAL 
SYMETRICAL SYSTEM OF COUNTING OUT

K. P. STANYOUKOVICH, O. SH. SHARSHEKEEV

Friedman’s models of the „Universe" in the central system of 
counting out (exclusive, quasieuclidean and open models) are studied. 
In every model two extreme cases are analysed, when p = 0 and 
p = e/3.
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