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Методом возмущений, аналитически исследовано влияние излучения на конвек
тивную неустойчивость политропной атмосферы. Рассматриваются оптически нетонкие 
возмущения (' > 1). Найдены матричные элементы, позволяющие определить в пер
вом приближении для любой моды инкремент нарастания возмущений и функции, ха
рактеризующие конвективное движение. В явном виде получено и исследовано выра
жение для скорости роста возмущений основной моды.

Хорошо известно, что атмосферы молодых звезд (например, 
типа Т Таи) обладают сильной динамической активностью, природа 
которой окончательно не выяснена. Можно предполагать, что эта ак
тивность связана с интенсивным конвективным движением в звездах. 
В частности, в современных моделях сжимающихся протозвезд [11] 
конвекция играет определяющую роль. Поэтому необходим физиче
ский анализ условий возникновения конвекции, влияния на нее магнит
ного поля и излучения.

Влияние излучения на конвекцию в политропной атмосфере рас
сматривалось в [1, 2]. В работе [1] Бём и Рихтер исследовали числен
но крупномасштабную конвекцию для частного случая, когда коэф
фициент непрозрачности, рассчитанный на грамм вещества, пропор
ционален газовому давлению. В работе [2] Шпигель провел аналити
ческие исследования некоторых предельных случаев. Так, им рассмо
трены неустойчивость возмущений в тонком слое жидкости, а также 
поведение оптически тонких 'С 1) возмущений в политропном слое 
произвольной толщины.
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Особенно важны аналитические исследования, так как они дают 
наиболее полную информацию о характере процесса и, кроме того, их 
результаты, вероятно, могут быть использованы в качестве начальных 
условий для нелинейных задач [3].

В настоящей работе аналитически исследавано влияние высвечи
вания на конвективную неустойчивость оптически нетонких (^>1) 
возмущений, распространяющихся в политропной атмосфере.

Исходными уравнениями задачи являются обычные уравнения газо
динамики без учета вязкости. В уравнение энергии входит член, ха
рактеризующий обмен энергией между движущимся элементом газа 
и окружающей средой. Пользуясь методом Ламба [7] линеаризации 
исходной системы, после довольно сложных преобразований полу
чаем:
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где: ‘X — дивергенция скорости, <2—функция, определяющая неадиаба- 
тичность движения, — отношение удельных теплоемкостей, § — уско
рение силы тяжести, г — вертикальная координата, с и ро — скорость 
звука и невозмущенная плотность газа, функции от глубины, и 
\ = дг/дх2 + д2/дуг.

В уравнении (1) переменные разделяются. Так как его коэф
фициенты не зависят от х, у и /, можно положить, что функции 7. и Q 
изменяются со временем как е"', где п — постоянная, и гармоничны в 
горизонтальной плоскости, т. е.

7. /ц (г) = <^/д (я) = ехр {л* 4- / (кхх + куу)},

где к2=кх + 1ся, к — горизонтальное волновое число и и (я) и у (я) — 
амплитуды возмущений, функции только от я. Учитывая это, полу
чаем основное уравнение для амплитуд. Так как теперь коэффициенты 
и функции уравнения зависят только от одной переменной я, можно 
перейти к полным производным:
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Уравнение (2) описывает поведение возмущений в атмосфере с произ
вольной стратификацией. Применим его к политропной атмосфере. 
Как известно, в такой атмосфере невозмущенные давление Ро и плот
ность р0 связаны соотношением Ро ~ Рд» где Г—показатель политропы—

\։/.
gz 1 . Подставляя/ Г-1постоянная величина, и скорость звука с = ( 7 ——— 

в (2) значения р0 и с и вводя новые переменные ; = 2кг и
Е/а= и е , получаем в самосопряженном виде

ФЮ =

Уравнение (3) совместно с подходящими граничными условиями пред
ставляет собой задачу на собственные значения. На одном из концов 
(при 5 = 0) она имеет особенность, которая появляется из-за обращения 
в нуль невозмущенных функций (р0, с) на поверхности звезды. Учитывая 
это, потребуем конечности функций ф (5) при 5 — стремящейся к нулю и 
при ; — стремящейся к бесконечности. Нетрудно показать, что в адиаба
тическом случае (<? = 0) решением уравнения (3) с такими граничными ус
ловиями являются собственные значения =—п, где п. = 0,1,2... и соб
ственные функции ф„ = (5), где (5) — обобщенные полиномы Ла- 
герра.

Решим задачу (3) методом возмущений. В качестве нулевого 
приближения возьмем решение для адиабатического случая, собствен
ные функции которого, как известно [4], образуют на положительном, 
полубесконечном интервале полную ортонормированную систему с ве
совой функцией [е- ;ап1/Г (а + п + 1)]/։. Разложение в ряд проведем по 
степеням параметра е, явный вид которого определим ниже.

Из теории возмущений получаем в первом приближении поправки, 
к собственным значениям и собственным функциям задачи (3):

- апк ф°^ПП г (5> 
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где нижний индекс величин >֊ и ф показывает номер моды (номер соб
ственного значения) и верхний — порядок приближения. Матричные 
элементы dnk находятся из соотношения

где функция Гл(') равна первой части уравнения (3), поделенной на 
. параметр в.

Для вычисления матричных элементов (6) необходимо определить 
явный вид функции Гл(Е). В г„(£), в свою очередь, входить функция 
q, характеризующая неадиабатичность движения. В астрофизической 
конвекции наиболее эффективным механизмом обмена энергией яв
ляется излучение, поэтому в уравнении сохранения энергии учтем лишь 
лучистый перенос энергии. Будем рассматривать возмущения с опти
ческой толщиной t 1, для которых решение уравнения переноса 
можно проводить в эддингтоновском приближении. Коэффицент непро
зрачности, рассчитанный на грамм вещества, возьмем в виде х = х։ ТЬ р1, 
где х։, Ь и 7—постоянные величины. В этом приближении функция q 
для политропной атмосферы определена в [1] (формула (36), в ко
торой функции q соответствует (у — 1) div У7, где F — лучистый по
ток). В q входят в нулевом приближении возмущения температуры и 
плотности. Их выражения через дивергенцию скорости можно вычис
лить соответственно из уравнения сохранения энергии для адиаба
тического случая и уравнения непрерывности. Подставляя функции 
Т и р в q и затем в гп (5), после довольно громоздких преобразо
ваний находим матричные элементы (6). В явном виде они опреде
ляются формулой (П. 1), приведенной ниже в приложении. Из нее 
можно найти любые матричные элементы, а, следовательно, поправки 
первого приближения (5) к любой собственной функции и собствен
ному значению. Определим поправки к решению основной моды. При 
и = 0 обобщенные полиномы Лагерра равны единице, поэтому в фи
гурных скобках в (П. 1) останется только последний член. Интеграл 
от оставшейся функции легко вычисляется [6] и окончательно полу
чаем

dQk =-----/г(« + * + 1)
а + Л|/ Л! (7)

Здесь Do — постоянная, равная:

(т_1)(а_1)։р(а + 1) + Л(1=2)_ + (1±2Г |
п ____________ I___________ i!_______ « J л՜1՜»° 4/2Г(а)/Г(МЛ)о“ '° ’ (8)
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где Во = 2кс1, с! — глубина конвективной зоны из® — безразмерный ин
кремент адиабатических возмущений. Из (5) замечаем, что диагональный 
матричный элемент с1т дает поправку к собственному значению основ
ной моды. Таким образом, учитывая (4), получаем в первом прибли
жении дисперсионное соотношение для основной моды:

2г3оГ 

1
+ 2Г- 1 - _ £т;’՝ (9)

Здесь

т = I Т*(»֊1)
2 Уч Г (а + 2) а°

/Г_ 1 \з-&320/_2\

Зх.д/-2/г4-4£/(3,-1)/2(Г-1)’

(10)

где з — постоянная Стефана-Больцмана, А — постоянная, определяю
щая масштаб шкалы плотностей, ц — молекулярный вес, R — газовая 
постоянная, з — параметр, в ряды по степеням которого проводились 
разложения отыскиваемых решений. В работе [10] показано, что эта 
постоянная пропорциональна отношению лучистого потока к потоку 
механической энергии газа, имеющего давление Ро (</) и движущегося 
со скоростью звука с (с/), где <1 — глубина конвективной зоны.

Выражение (9) определяет два типа волн — акустические и гра
витационные. Рассмотрим гравитационные волны, неустойчивость ко
торых приводит к конвекции. Как показали Шпигель и Унно [9], в 
адиабатическом случае зо1 — малая величина. Излучение, как известно, 
понижает степень неустойчивости, поэтому безразмерный инкремент 
в неадиабатическом случае будет меньше адиабатического или одного 
порядка с ним. Поэтому, отбрасывая в (9) малый член, пропорцио
нальный а2, находим

а2 = -------------- 1 --------------- (Ц)
0 7 [2Г- 1+зтО 1 ’

Из этого выражения замечаем, что в первом приближении излучение 
не меняет критерий конвективной неустойчивости (Г >7). При е = 0 
(11) переходит в соотношение, полученное для основной моды в адиа
батическом приближении Шпигелем и Унно [9]. Как известно, в этом 
случае з«* не зависит от масштаба возмущений. При г =(= 0, как видно 
из (11), з2 является монотонно убывающей функцией от «0.
8-392
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Подставляя в (11) вместо ее значения из (4), получаем вы
ражение для квадрата инкремента

п2с! _ _____ (1' — Т) $о_____ „
8 ~ 2т [2Г - 1+ ет^+‘/։] '

При в=0 функция па(с0)— линейная. Высвечивание уменьшает 
инкремент, причем этот эффект заметнее для больших волновых чи՜ 
сел. Далее, из (12) замечаем, что с увеличением параметра а ско
рость роста возмущений уменьшается. Большие значения а соответст
вуют меньшим показателям политропы Г. Параметр Г, как известно, 
характеризует неоднородность атмосферы, а именно, чем меньше Г, 
тем неоднородность атмосферы более резкая. Таким образом, зависи
мость п։ от а показывает, что при прочих равных условиях в атмо
сферах с более резкой зависимостью плотности (а следовательно, и 
давления) от глубины влияние излучения на конвекцию более заметно. 
Наименее эффективно в этом смысле излучение в однородной атмо
сфере а = 1.

Определим, при каком значении ;0 функция (12) принимает наи
большее значение. Другими словами, найдем волновое число самого 
неустойчивого возмущения. Дифференцируя (12) по ;0 и приравнивая 
производную к нулю, получаем:

• 0 сп ах (13)

Как известно [9], в политропной атмосфере без учета излучения 
наиболее неустойчивыми являются возмущения бесконечно малых мас
штабов (коротковолновая „катастрофа“). Этот эффект легко полу
чить из (13). Действительно, если в стремится к нулю, ?01Па։ стре
мится к бесконечности. Если в=£0, максимальное значение функции 
(12) достигается при конечном безразмерном волновом числе, при
чем при возрастании параметра в, сОтах сдвигается в сторону мень
ших с0. Так как коэффициент в пропорционален лучистому потоку, 
можно сказать, что чем больше поток энергии, тем больше масштаб 
наиболее неустойчивых возмущений. Этот эффект имеет простое фи
зическое объяснение. Как известно, возрастание потока эквивалентно 
уменьшению коэффициента непрозрачности, а следовательно, усилению 
высвечивания. С уменьшением коэффициента непрозрачности эффект 
лучистого затухания захватывает возмущения все больших масштабов.
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Найдем, как меняется значение наиболее неустойчивых масшта
бов при изменении параметра а. Из (13) можно заметить, что в одно
родной атмосфере (а = 1) наиболее неустойчивыми являются возму
щения бесконечно малых масштабов. С возрастанием а, сотах сме
щается в длинноволновую область.

В заключение оценим интервал изменения безразмерных волновых 
чисел 50, для которого применимы результаты данной задачи. Как 
известно [5], теория возмущений дает хорошее приближение, если 
матричные элементы (П. 1) малы по сравнению с отношением соответ
ствующих разностей невозмущенных собственных значений к постоян
ной в. Будем рассматривать случаи, когда невозмущенный коэффициент 
непрозрачности не уменьшается с глубиной. Можно показать [10],. 
что это будет иметь место, если показатель Г > 4/3 (или я < 4). При 
таких а теория возмущений применима к возмущениям с ;0> подчиняю
щимся условию

«оСМ՜** (14>

Сравнивая (14) с (13), замечаем, что практически полученные 
результаты применимы к возмущениям с ?0 вплоть до «о щах. К сожа
лению, поведение функции при больших значениях ;0 остается неизвест
ным. Для очень малых масштабов, когда влияние излучения велико՛ 
и применим ньютоновский закон высвечивания, эта зависимость была 
исследована Шпигелем [2]. Он показал, что с возрастанием волнового 
числа инкремент продолжает расти. Возможно, функция п’(?) при зна
чениях аргумента немного больших сотах вначале будет убывать с 
ростом ;0 и затем, войдя в область оптически тонких возмущений, 
где применимы результаты исследований [2], начнет вновь возра
стать. На уменьшение инкремента после максимума указывают чис
ленные исследования [1].

Работа выполнена под руководством С. А. Каплана, которому' 
автор выражает глубокую благодарность.

Приложение

Матричные элементы с/л! (6) определяются выражением:

аУпШ Г е Ч_2К +
/Г(а + л + 1)Г(а + Л + 1) 3 I сГА 

о 
+ [(3/ + ₽п)5 + /(«֊1)]^ (0 +

(П.1).՝
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.THE INVESTIGATION OF THE INFLUENCE OF RADIATION 
.ON THE CONVECTION IN POLYTROPIC ATMOSPHERE

N. S. PETRUCHIN

The effect of radiation on convection of an unstable polytropic 
atmosphere are analytically investigated by the method of disturbance. 
Disturbances with optical thickness x > 1 are considered. Some matrix 
elements which allow [to determine the growth-rate and the functions 
characterizing convective motions for any mode at the first approxi
mation are found. The expression for the growth-rate of the main mode 
is received and investigated.
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