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В ньютоновском случае получено изотропное автомодельное решение кинети
ческого уравнения с самосогласованным полем тяжести для произвольного степен
ного распределения плотности р=^г՜*,  ։<3.

В случае р=^г~2 аналогичное самосогласованное решение получено для ани
зотропной функции распределения, как в ньютоновском случае, так и в ОТО.

Найденные решения в ОТО с р=рг~2 имеют красные смещения, неограниченно 
возрастающие при приближении к центру по закону 1-|-к ~ г—։,в. В изотропном слу
чае они, по-видимому, устойчивы, когда средние скорости движения много меньше 
скорости света, ц<0.2с, а>21.

Получено гидродинамическое решение в ОТО для идеального газа с постоян
ной температурой, имеющее г-»оо при г -*  0.

1. Введение. Для объяснения природы красного смещения ква
заров иногда привлекается идея гравитационного смещения ։частоты 
[1]. Особенную популярность эта идея приобрела после появления 
гипотезы Бербиджа [2] о стандартном спектре квазара с линиями 
поглощения при г = 1.95 [3]. Хотя вопрос не получил 'еще окон
чательного решения, возможность построения равновесных моделей 
с большим красным смещением представляется интересной, тем более, 
что по данному вопросу в литературе имеются предрассудки. От
метим, что авторы не принадлежат к сторонникам гравитационной 
природы красного смещения квазаров.

Известны два частных решения задачи о движении точечных масс 
в самосогласованном поле тяготения: а) для ступенчатой функции рас
пределения масс по энергиям, по типу Ферми газа [4] и б) для максвел
ловского распределения (но без частиц с положительной энергией) [5].

Важной характеристикой является энергия связи решения. В 
ньютоновском приближении по теореме вириала очевидно, что лю- 
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бое стационарное решение имеет энергию связи, равную кинетической 
энергии, то есть существенно положительную; по крайней мере по 
отношению к полному распаду на отдельные частицы стационарная 
система всегда устойчива. Однако в общей теории относительности 
(ОТО) ситуация меняется, существуют стационарные решения с от
рицательной энергией связи В, способные распадаться на отдельные 
частицы [5—7].

Устойчивость этих решений относительно малых возмущений до 
сих пор не выяснена*,  однако во всяком случае такие решения не 
могли возникнуть эволюционно. Численные расчеты показывают, что 
В = О достигается при zz = 1.2 в случае а) и при zc~1b случае б).

* Отметим, что необходимо исследование устойчивости в рамках кинетического 
бесстолкновительного уравнения; исследования в этом направлении см. [8—11]. Более 
простая задача об устойчивости в гидродинамическом приближении решена [7]. По
казано, что устойчивость теряется езде раньше, при меньшем z, чем достигается В — 0.

** Обозначения: Zc —красное смещение для луча, выходящего из центра, z» — 
то же для луча с поверхности.

Возникает подозрение, что в ОТО для непатологических моде
лей существует некоторая верхняя граница zc, подобно верхней гра
нице z,, найденной Бонди [12]**.  Рассмотренные выше случаи а), б) 
отличаются изотропным локальным распределением частиц по скоро
стям в каждой точке; другими словами, в решениях представлен пол
ный набор орбит круговых вытянутых (типа незамкнутых розеток, 
заменяющих кеплеровские, эллипсы) и радиальных.

Известно, что система круговых орбит позволяет получить лю
бые zc, при положительной энергии связи. Для того, чтобы скорость 
была постоянна на круговых орбитах, нужно задаться степенной зави
симостью goo от радиуса, что соответствует плотности р~ г՜2. Однако 
это решение, вероятно, неустойчиво в силу существенной анизотропии 
функции распределения. Возникает вопрос, является ли неизбежным 
появление той или иной неустойчивости в решениях с большими z.

В настоящей заметке показано, что в действительности суще
ствуют автомодельные решения с р~г՜2 и изотропным распределе
нием частиц в каждой точке. В ньютоновской задаче получено ана
логичное семейство точных автомодельных решений кинетического 
уравнения как при р~г՜2, так и с произвольной степенью р~г~*.  
Решения в ОТО имеют немаксвелловскую функцию распределения по 
энергиям. Самосогласованные решения кинетического уравнения в ОТО 
рассматривались также в работе [13].

Нет оснований фетишизировать максвелловскую функцию распреде
ления. В бесстолкновительной задаче равноценны все решения с па
дающей зависимостью плотности в фазовом пространстве от энергии.
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Максвелловское распределение выделено тем, что оно сохраняется и 
при наличии упругих столкновений. Однако в реальной задаче при 
движении звезд с большими скоростями вследствие неупругих столк
новений максвелловское распределение также не является стационар
ным.

Вопрос о возможности образования скопления звезд с большими 
красными смещениями в ходе эволюции здесь не рассматривается.

2. Нерелятивистское рассмотрение. В сферически симметрич

ном случае с анизотропной функцией распределения / (г, р) при задан
ном гравитационном потенциале произвольная функция интегралов дви
жения: энергии Е и квадрата момента L? является решением кине
тического уравнения. При этом

Е = (и2 + и2 + и2) + тФ = т —|- Ф )
2 . 2 (1) 
1} = тгг2 (uj и2) = m?r2v\.

Здесь ur, и0, ит — компоненты скорости в сферической системе 
координат, Ф — гравитационный потенциал, m — масса частиц. Если 
Р = рг՜2, то

Ф = 4itG р In г + const. (2)

Здесь G— гравитационная постоянная. Зависимость / (Е, L2) 

только от L2, но не от вектора L, обеспечивает сферическую симме
трию общей плотности р = m Jfdv. Исследование их устойчивости не 

проведено, однако простые критерии (энергия связи, локальная про
изводная фазовой плотности по скорости) не противоречат предполо
жению о существовании устойчивых решений со сколь угодно боль
шими z. Теперь найдем вид /, который был бы самосогласован с за
данным законом Ф (г) для гравитационного потенциала. Рассмотрим 
функцию распределения, зависящую от Е и I? следующим образом:

(3)

Аргумент <р(х) функции х= (Ejm — 2" In £2)/9 = (и2— 4^ G?ln u2)/29 
не зависит от г. Поэтому р = m Jfdv = $/ra, где

□ ГА /и2 2«Gp. , ...Р = m -j- ? ( —---------— In v2 )dv. (4)
J Vt \ о /
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Уравнение (4) определяет р (А, б) или Д(Р, 6). Зададим »(х) = е-х, 
тогда

- Ау („) — — „»«кОЗй«- 1) (5)

При 4тСр = 26 получаем максвелловское распределение. Для О—*О  
функция распределения стремится к /0

/о = ~г՜ 8 ) 8 (»? ~ иб)» »3 = 4кС?- (6)

Решение (6) соответствует круговым орбитам. В случае круговых ор
бит можно написать самосогласованное решение для произвольного 
распределения плотности р(г)

/ = о (иг) % (ту । — V՛,), = ( 4тйргг</г։ с!ю = — = п.
л?т г J ,] т

о

При б —• ос имеем решение с чисто радиальным движением

(7)

] 4т6р к։/-г27п
(8)

В промежуточном случае 0 < б < траектории частиц незамкну
ты и представляют собой розетки. Для модели с круговыми орби

тами одномерная функция распределения /_ = I равна

(9)

Производная положительна при В плазме подоб
ное решение неустойчиво из-за механизма Ландау [14]. В модели с 
круговыми орбитами также может иметь место неустойчивость Лан
дау. В случае общего анизотропного решения (5) производная 
при > 0 в окрестности = 0 для б < 2т>С$. Однако здесь нельзя 
утверждать о наличии неустойчивости на основании аналогии с плаз
мой, так как кинетическая неустойчивость в гравитирующей среде не 
совсем аналогична плазменной из-за отсутствия квазинейтральности в 
гравитации, см., например, [11]. Приведем пример самосогласованного 
изотропного точного решения для произвольной степенной зависи
мости плотности от радиуса
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Ф = -£>г՜*,  Л<1, к^О, р =Dk^-—k} г֊к֊2 
4-G

|i = 4" I '>r2dr =
J G
о

2___1_

k(\-k)V (—+2\{Dr-k-vi)k '*
__________ \ к /__________

8 -2G&,k Г (3/2) Г (2/Л + 12)

V*  < Dr֊k,

О V2 > Ог *,  

где — масса внутри данного лагранжевого радиуса. Последнее реше
ние не обобщается на релятивистский случай в отличие от ньюто
новского решения сФ~1пг, р~г՜2.

3. Общерелятивистский, случай. Найдем точное решение задачи 
в ОТО, заимствуя из ньютоновского решения предположение р~г՜2, 
так как именно в этом случае средняя кинетическая энергия частиц 
не зависит от радиуса. Очевидно, что при этом все компоненты тен
зора 7? также —г՜2 и (в обозначениях Ландау и Лифшица [15]) из 
уравнений (9.74) (9.77) стр. 338 видно, что нужно искать решение с 
л — const, v = const In г, так что получится gi0 ~ г’~, (1 4՜ z) ~ г~кГ2. 
Степенная зависимость g00 от г соответствует логарифмической зави
симости ньютоновского потенциала.

В релятивистской задаче необходимо пользоваться импульсом, 
а не скоростью; импульс обозначен строчным р, в отличие от тен
зора давления, обозначенного прописным Р с двумя индексами (РГг), 
или скаляра Р без индексов.

Интегралами кинетического уравнения в случае ОТО являются

= E/gw = V(p2c2 4- m2c4) g00, р2 = р2 4֊ р2 4- р2 = р2 + р2

L2 = p2tr2.
(Ю)

Компоненты тензора энергии-импульса выражаются через инте
гралы от функции распределения

— в = — / (ргс2 4֊ т2с*)' гбр

Т/ = Ргг = У /р2с’(р2с։ 4- т*с*)՜՜  ‘бр (11)

7?= Тз = Рт = Р„ = Р( = ^- С/р2с2 (р2с2 4- т2с*)~ Ч,бр.
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Плотность числа барионов есть

П = <12)

В равновесии компоненты Т*  связаны уравнением, которое по
лучается из уравнений поля [15].

֊+ — (Ргг֊/31) + ^-(Ргг + Е) = 0 (13)
аг г 2

у _ 26У 1 +4яг8Рп./рс*  
с։г8 1 - 2С|х/с։г

В изотропном случае Ргг = = Р.
Отметим, что уравнение (13) является следствием кинетического 

уравнения, поэтому функция, являющаяся решением кинетического 
уравнения, тождественно удовлетворяет соотношениям (11)—(13). Для 
распределения р= Рг~8 из (11) имеем

8=^Лг, Ргг=Ц-1гг, А = -^Л. (14)
Г2 Г Г

Функция распределения выбирается так, чтобы безразмерные ве
личины 1е, 1гг, Л не зависели от радиуса г. Из (13) — (14) получаем

4Д = г, 1 + 1ггЦе

Лг + 1е Г 1 — г։/г
*00 = е' = )г‘

^--(‘7’00гУг =
С4Г 3 

о

8к С?, 441Е-------= -------------------------- •с8 £ 4Л/£ + (/„+/£)8

(15)

(16)

(17)

Подставляя (16) в (10), получим

Ег = V /. г“2 (р2сг + т2с*)\ (18)

Тогда функция распределения, удовлетворяющая кинетическому 
уравнению и дающая закон спадания плотности ~ г՜2, имеет вид

/ = АЕ-2?(Е1Е-аП), = = (19)
и гпг

Красное смещение г определяется следующим образом:
1

]Л7
1 + г = е՜”'2 —о,'2 (20)
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Энергия связи В модели с распределением плотности ~г՜2

В = (Мо - М) с1,

1 4- z = г-1/7/Г.

Мо = т 4-пгЧг 
(1-г,/г)’։ (21)

М — — Г4 -г r'-dr 
c2J

В
Мс3

Г 4/,/£+(Z£4֊Z„)2T'> 
ПИе+^У I

Рассмотрим функцию распределения
/ = -^т (1ZA2+ mV/,-“2)՜*.  

Г Pt
(22)

В распределении (22) произвольными являются две величины из 
трех (р, А, к). Третья определяется из условия нормировки. При 
к = 4а 1 получаем изотропную функцию распределения

/ = ~ (р'с- + т’с4 )-а/о. (23)
г*

Решение (23) изотропно и есть функция только модуля скорости, 
поэтому по общей теории в плазме такое решение кинетически устой
чиво. Того же можно ждать и в гравитации. При малых гравитацион
ных потенциалах решение (23) переходит в максвелловское. Действи
тельно, при а -*  0 имеем, используя (15)—(17),

Вводя температуру б соотношением 4 ^Gßm2 = 26m, получаем мак
свелловское распределение. Таким образом, для моделей с р = ßr՜2 
функция (23) действительно является релятивистским обобщением изо
тропного максвелловского распределения и переходит в него при мед
ленно меняющемся потенциале. Как и в нерелятивистском случае 
средняя кинетическая энергия частиц не зависит от радиуса. В ОТО 
такое условие необходимо для автомодельности решения, поскольку 
существует масштаб скорости с, энергии тс2, чего нет в ньютонов
ской теории, допускающей решение с Ф~г՜՜*,  и~г՜*' 2.

Энергию связи модели с распределением (23) получаем при 

Irr = It > я = (Irr 4- 1е)/21гг = 21а,

используя (20), (21),

В =_1_(а2+ 2а -1)>/։- 1, / = А(р2с2+ т։с*)- ’
Мс֊ *1 е г2 (25)
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Используя выражение для 1е из (11), (14) и проведя интегриро
вание с функцией распределения (23), получим окончательно

В (а» + 2а — 1)‘/։ Г (а — 3/2) Г (а — 1/2) ,
Мсг ~ л Г (а —2) Г (а) 1 (26)

При а —»2 имеем В/Мс2 — 1 — ультрарелятивистский случай. Энер
гия связи обращается в нуль при а«10. Максимум энергии связи 
лежит при а^>1. Разложение для этого случая имеет вид

В _ 1 83 1
Мс3 4а 32 а։

(27)

Максимум энергии связи равен (В)Мс3) т։х — 0.006, при этом ։=;21, 
l-j-z^r՜1*1, и3/с3 =■ 1/а. Мы не имеем решения, которое плавно со
прягало бы автомодельное решение с пустым пространством. Прибли
женно, однако, можно предположить, что z = 2 получится при 
r//?~[(1 + 2)/(1 + 0.1) г = ю՜9, р/F = ю18.

Таким образом, хотя формально и получено решение с неогра
ниченно нарастающим z, фактически получение больших z при мак
симуме энергии связи затруднительно.

При к —► оо в распределении (22) получаем модель с круговыми 
орбитами, полностью исследованную ранее Эйнштейном [16] 

/=֊-^(pr)S(p?֊P?). (28)
к тг

Компоненты Г*  при этом равны

е = тпс3 V 1+“Р՜ , Р„ = 0, Л = —типе2——֊2___ ՛ (29)
2 V 1֊гх’

Для п = ?/тг3 величина х = pjmc = const. Модель с круговыми 
орбитами можно построить для произвольного распределения плотно
сти п=п(г), тогда соотношения (29) остаются справедливыми, только 
х = х (г). Из (13), (29) имеем

Р = 4 wi J п (г) ]Л 1 + х2 r2dr 

о
*' = d “ 2^/с’г)՜1 = 2< ֊•

сг‘ у 1 + х2

(30>
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Задавая произвольную функцию х (г), из (30) получаем !А(г), затем 
находим п (г) по формуле п (г) =---- т- —— ( —-—Y Ограниче-

r2y 1 + х2 dr \ 4-т /

4. Гидродинамическое решение. В изотропном случае РГГ=Р1 =Р 
с заданным уравнением состояния имеются решения уравнения равно
весия, не удовлетворяющие бесстолкновительному кинетическому урав
нению. Рассмотрим модель с локально изотропной максвелловской 
функцией распределения с постоянной температурой 9.

* Модель с круговыми орбитами устойчива относительно радиальных возму
щений в ньютоновской теории [18] и в ОТО при .

ние состоит в том, что х (г) не должна убывать быстрее, чем г՜1.
В случае п = $!г2тп при х = х0 = const из (30) получаем

2 хи
г 2х’ 5 ____ -v/2 _ 1 4- Зх(՜ / R \ 14-Xq

гг 1 + Зхо 1 4՜ х7, \ г )

В = (1 + 3x2 )'<' _ х 8*G?  =________ 2xg________
Мс2 1 4՜ *о ’ с2 (1+3xg) (l + xg)'/j ’

(31)

Энергия связи В)Мс2 при х0 —► оо стремится к — 1, обращается 
в нуль при х^ = 1 и достигает максимума [16], равного V 9/8—1=0.06 
при Хц = 1/3. Сравнение с (26), (27) показывает, что модель с кру
говыми орбитами имеет максимум энергии связи на порядок больший, 
чем у модели с изотропным распределением. При х£ = 1 3 имеем 
г,/г = 1/3, что соответствует границе устойчивости круговой орбиты [17], 
поэтому максимум энергии связи соответствует границе устойчивости 
относительно радиальных возмущений. Однако, по всей вероятности, 
модель с круговыми орбитами неустойчива в кинетическом смысле 
(пучковая неустойчивость), как и в ньютоновской теории*.

/ = ф ехр 4֊ (р2с2 4- m2c4)'/։ 
и

(32)

Функция (32) не удовлетворяет кинетическому уравнению в ОТО, 
так как не является функцией интегралов движения. Как известно [13], в- 
равновесном распределении постоянна величина 6]/՜^.
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Термодинамические величины имеют вид:

п m2c</&2 ) x֊dx,
О

Р=п*,  Е=пО-? (33)

Д = J exp (— V xs -|- m8 с*/0 2) 8 + т2 с4/б8 x2dx.
о

Подставляя (33) в (15), при Prr = Pt = Р получаем следующее решение:

и = P/mr8, с412т: GO
4 Д/Д + (1 + А/Д)2

= А
с8' Д 1 + й(1 + т (34)

/ \2 -1

1 . / / \ 7 / 7 \։1 + z=֊r-°՞, а = 4(А +1) 4Л+(1+
/'• \ А / А \ А /

При 0 —♦ 0 имеем 12 Д = тс8/0, Р = 0/2г.Ст и совпадает с нерелятиви
стским пределом распределения (23). Энергия связи полученной модели 
есть

В тс2/б 
д/д՜

4А/А ■ !
U + A/A)2

(35)

Энергия связи обращается в нуль при тс2[0 22. Максимум энергии
связи лежит при тс2/0 1, разложение при этом имеет вид

В _ J 6 _ 699 / 6 \г 
Мсг 2 тис8 64 \ тс2 /

Максимум энергии связи равен ~ 0.006, соответствует тс8/9 ^44 и 
приблизительно равен соответствующему максимуму для функции рас
пределения (23), что естественно, так как функция распределения 
достаточно близка к максвелловской. При 6 тс2 имеем нереляти
вистскую модель с Т = 5/3, которая устойчива.

Выводы. В ньютоновском случае получено изотропное самосогла
сованное распределение гравитационно взаимодействующих точечных 
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масс, удовлетворяющее кинетическому уравнению без столкновений и 
уравнению тяготения для произвольного степенного распределения 
плотности р — Зг՜ •, я < 3.

В случае р=?г՜2 аналогичное самосогласованное решение полу
чено для анизотропной функции распределения как в ньютоновском 
случае, так и в ОТО.

Найденные решения в ОТО с р = ?г՜՞ имеют красные смещения 
в центре, неограниченно возрастающие при приближении к центру по 
закону 1 + г — В изотропном случае они, по-видимому, устой
чивы, когда средние скорости движения много меньше скорости света, 
й<0.2с, а >21.

Получено гидродинамическое решение в ОТО для идеального 
газа с постоянной температурой (но переменной Т = Т’|/£оо) также 
имеющее г — ос при г —* 0.

Пользуемся случаем выразить благодарность К. Торну, А. Хазину 
и М. Подурцу за дискуссии и в частности Торну за сообщение о не
опубликованных результатах американской группы, относящихся к 
круговым орбитам.
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АН СССР

MODELS OF CLUSTERS OF POINT MASSES WITH GREAT 
CENTRAL RED SHIFT

G. S. BISNOVATY-KOGAN, Y. B. ZELDOVICH

The isotropic self-similar solution of a kinetic equation with a 
self-consistent gravitational field is obtained in the case of Newtonian 
gravitation for power distribution of density p = ₽r՜*,  s < 3.

An analogous self-consistent solution is obtained in case of 
p = {ir՜2 for anisotropic distribution function either in Newtonian gra
vitation or general relativity.

The solutions in general relativity with f> = ?r~2 have red shifts, 
infinitely increasing to the center according to the law l+z~r-1/։. 
They are probably stable in the isotropic case, when the mean velo
cities are much smaller than light speed, u<^0.2c, a ^>21.

The hydrodynamic solution in general relativity is obtained in the 
case of ideal gas with constant temperature, which also has z—► oo at 
r — 0.
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