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В статье рассматривается нелинейная нестационарная задача переноса излу­
чения в плоскопараллельном слое и в одномерной среде, состоящих из атомов с 
двумя энергетическими уровнями. Рассеяние считается либо когерентным, либо пол­
ностью некогерентным. Решение задачи получается в виде разложения по степеням 
времени.

Некоторые нелинейные нестационарные задачи переноса излуче­
ния были рассмотрены в связи с теорией лазеров (см., например, [1]), 
а также в статье авторов [2] в случае очень больших плотностей из­
лучения.

В настоящей статье будут рассматриваться трехмерная и одномер­
ная нелинейные нестационарные задачи переноса в спектральной ли­
нии при учете только времени нахождения квантов в поглощенном 
состоянии. Причем в разделе 1 рассматривается задача монохромати­
ческого рассеяния, а в разделе 2 принимается, что рассеяние кванта 
происходит с полным перераспределением по частотам.

1. Монохроматическое рассеяние. Пусть изотермический плоско­
параллельный слой с геометрической толщиной г0 равномерно запол­
нен атомами одного типа с двумя энергетическими уровнями. Обоз­
начим через пип. концентрацию атомов и свободных электронов 
соответственно.

Пусть среда сверху освещена излучением с резонансной часто­
той м0 (соответствующей переходу атомов между состояниями 1 «-» 2), 
распределение которого по направлениям в момент времени I описы­
вается интенсивностью /0(£, т;), где — косинус угла падения.
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Тогда в каждой внутренней точке среды z создается определен­
ное поле излучения 7(z, t, tj) и распределение атомов по уровням.

Обозначим через пк = nk(z, t) (к = 1,2) число атомов в 1 сл<3 
на глубине z в момент времени t.

ni + n2 = п — const. (1)

Уравнение переноса имеет следующий вид:

v dz - с \ 1 К *//+—4^ ' 2

с условиями

/(0, t, ri) = A) (t ri) при ij>0 и 7(z0, т() = 0 при (3)

Изменение населенности возбужденного состояния со временем 
описывается следующим уравнением:

^7 = - — 5Ви(пг — п2)+а։2л1-(аа + Л21)п2, (4>
at с \ . g3 /

с условием

n2 (z, 0) = n$ (z), (5)

где
i

5 — S(z, t) = J 7(z, t, v)) drt. (6}

-1

В12> Ап — суть эйнштейновские коэффициенты переходов; £1 и — 
статистические веса соответствующих состояний; а12 = и а21 = 
= п,<7я — коэффициенты электронных ударов первого и второго родов 
соответственно.

Введем следующие обозначения:

_ _ ^0 -^12 п _ _ __  Л 70 В12 п
X----------------------г, ֊0 — -------------------г0. (/)

с с

~ — предельная оптическая глубина точки (определение см. в [4]) с 
геометрической глубиной г.

Т = А^. (8)

/(Ь М) = 6 + г,) + А. (9)
\ gշ/ С А21 2
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ад = у /(-, т,^. (10).

-1

«1— — п» 
(11).

п

В этих обозначениях уравнения (2) и (4) примут вид

’1֊֊֊“֊^+֊ <12)-
о- 2

% = ֊ 5д + « - ?д (13)

с условиями

7(0, 7» = /о(7;7)) = (1 + -^)— -֊4(4՜’ ’0 + 4՜ (14)՜ 
\ 8г / с Ап \ДИ / 2

при т}^>0

И / ('0> т, V) = при ^<0 (15)-

„о/—~)
Ч (Ь 0) = до ('■) = 1 ֊ (1 + > (16)

\ Яг/ п

где
____  -^12 ( 81 п \ । 1 (ЛЧ\я — ( а81 а12 1 + 1» (1*)

с Д21 \ gi /

?=—4?(а»+а«)- <18>
с Аа

Займемся решением системы (12—13) с условиями (14—16).
Обозначим

С(Ъ Т) = уд(ь Т)<К (19>

о

<2(т, Т") представляет собой реальную оптическую глубину точки с 
предельной глубиной т в момент Т.
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Уравнение (12) с условиями (14—15) эквивалентно следующему 
уравнению:

I О(т. Т) (?(-■,. т)-<?(-, Г)
5(:, Г) = |' /0(7»е 1 4-֊-е՜ ” I

о

+ -1^1 (2(Х, Т)֊0(х, 7)|</х. 

о

(20)

Как обычно,

£.(*) е * т)"-2£/т(.

Интегрируя обе части уравнения (13) по " от 0 до ■։, получим

дТ
(21)

Умножая (20) на (т, Т) и интегрируя по -- от 0 до т (с учетом со­
отношения сК? = дек), после некоторых преобразований получим вы­

ражения для ЗдИ՜ через (?, подставляя которое в (21) получим сле­

дующее нелинейное интегро-дифференциальное уравнение относительно 
функции <2(т, Г):

^ = _1\/0(7’,>1) 
о/ .) 

о
с/г( —

֊֊£[3(’о, П֊<2(ь ПНу £[<2КП] +

-? , (22)
+ 4 С£3[(?(х, 7’)]<7х+4(>^[(2(^

о и

ра[(2(х, 7’)-(2(т, 7’)]£/х+(а-1)г-?(2(Ъ Г), 
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с условием

Q(-,o) = Q»(x) = J7o(t)<fc. (23)

Таким образом, полное решение задачи сводится к определению 
функции Q из (22) с условием (23).

Решение уравнения (22) в ряде случаев можно найти в виде 
ряда Тейлора по Т. Так, например, в случае аналитичности функции 
4(7՞» "’j), когда имеет место разложение

ОО
/о(Лч) = 2ъ(1)Л T>Q, (24)

4-0

решение уравнения (22) можно искать в виде

Q(s (25)
4=0

Если ряд (24) сходится с факториальной скоростью, то с такой 
же скоростью будет сходиться ряд (25).

Из (22), учитывая (23), можно получить рекуррентные соотно­
шения для коэффициентов Qk (х). Наличие в уравнении (22) членов, 
содержащих Q ("0, Г), не усложняет нахождение коэффициентов Qk (т).

Рекуррентные соотношения для Qk (*) особенно просты при 
7ц (-с) = с = const, то есть когда Qo(T) = cx* Так может быть в слу­
чае, когда при Т0 среда находилась в состоянии термодинами­
ческого равновесия; тогда для коэффициента с получается следующее 
значение: ,

1-е кТ 
с~

Sa
Решение одномерной задачи сводится к следующему уравнению, 

аналогичному уравнению (22),

= - 4 (Т)[1- Л] - ֊֊е՜®' "(е®- Л ֊ 1] +

+ A-j«-'«’■ ™dx - Д Ге֊!«*- ”֊«’■ ™dx + (26)

0 -

+ е֊<2(- Л dx + (а _ 1} , _ PQ.

о
162-3
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с условием

<2(х, О) = (?о(х). (27)

В случае <20 (х) = сх Для <21 (т) и <2а (') получаются следующие 
выражения:

<2х(х) = [-70 + т-+-Те~'Ч6-— ) + («-1-с?Ь +
! 2с 2 \ с /

Л _11±А01«е-’ +
2К ' 2 2

+ ֊ [ <21 (хо) ֊ <21 (х) ] е-е(ч-” ֊ 4 <21 е՜^ -
4 4

֊ ֊ Й- 4 ГЙ (X) - (Ъ (т)] е-“'՜” <1х -

4 ,] 4 J
О ■:

-֊И <21 (х) е-'^х + Са-Пт-Рс^Ь),
4 J 

о

где чк — коэффициенты разложения функции /0 (") в степенной ряд.
Можно убедиться, что при последовательном вычислении коэф­

фициентов <2Ш (х) встречаются интегралы только вида

хр е±с’е/х р т — 1, д т

(р и д — целые положительные).
В случае кусочной аналитичности функции /0 (Т, т)) по Т (напри­

мер, в случае прямоугольного входного импульса 10 (Т, т() = /0 (т;) при 
0 С Г-С ?! и /0(Т, т)) = 0 при Т'> Т\) можно с помощью разложения 
(25) определить функцию <2(х, 7^), где 7\— первая точка нарушения 
аналитичности функции 10(Т, у), после чего написать новое разложе­
ние по степеням (Т— Тг), принимая в качестве нового начального ус­
ловия функцию (2 (х, 7\).

В том] случае, если среда освещается мгновенным импульсом 
4 ( Т, •»)) = 70 (т)) 8 (Т), где 8(7’) — функция Дирака, можно пользоваться 
ею заменой прямоугольным импульсом, но, вероятно, можно найти 
более эффективный метод рассмотрения этого случая.
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Предполагается применить полученные результаты к вспыхиваю­
щим звездам.

2. Случаи полного перераспределения по частотам внутри 
спектральной, линии. Ъудегл считать, что рассеяние света в спек­
тральной линии происходит с полным перераспределением по часто­
там. Это означает, что вероятность переизлучения кванта с ча­
стотой V не зависит от частоты поглощенного кванта.

Нелинейная стационарная задача переноса в спектральной линии 
при таких предложениях рассмотрена в статье В. Ю. Теребижа [3].

Для нелинейной нестационарной задачи переноса (при учете 
только времени пребывания кванта в поглощенном состоянии) полу­
чаются следующие уравнения:

= _я(х) <?,(-, Т) Т, г)) 4֊Аа(х) (28)
(1՜ 2.

с условиями

К։ (0, Т, г.) = № (Т, 7,) при т( > 0
! (29)

М* ("о, Т, 71) = — при 71 < 0

и
^=֊  ̂+ «֊Р<7 (30)
оТ

с условием

?М)=?0(<), (31)

где

+ (32)4Лм0 \ 2

г = (м — м0)/Дм; Дм — ширина спектральной линии; а (х) — контур коэф­
фициента поглощения; т — предельная оптическая глубина в центре 
линии,

5(Ъ Т, 71) <&!■ (33)
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Для функции Q(t, Т) получается следующее уравнение:
- 1 «(x)Q(t, Г)

^ = - Jdxj^(r,7j)[l-e 71 

-ОО О

֊֊^[Q(xo, n-Q(s n]+4^[Q(^’ Г)1 + 

(34)

+—(4[Q« ПИ + Нш*, П-Q« T)]d՛.'- 
Л -J "J

о о

7’)-(2(х, Г)]^ + (а-1)г֊р<2(., Т),

с условием

<2(’,О)-<2о(’)= 05)

О
где

ОО

ля(,) = _1-------у а3-Л(х)£п[а(х)т]</х (п =1,2,3). (36)

а (х) <1х

При решении уравнения (34) с условием (35) также можно поль­
зоваться разложением функции <2 (т, Т) в ряд по степеням Т.
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ON THE NONLINEAR NONSTATIONARY PROBLEM OF 
RADIATION TRANSFER IN SPECTRAL LINE

R. S. VARDANIAN, N. B. YENGIBARIAN

A nonlinear nonstationary problem of the radiation transfer in 
plane-parallel layers or in one-dimensional medium, consisting of two-level 
atoms is considered. The cases of monochromatic scattering and comp­
lete redistribution of frequencies are discussed. The solution of these 
problems are obtained as a power series of t.
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