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Разработан метод получения внутренних решений уравнений Эйнштейна для 
стационарных аксиально-симметрических гравитационных полей в приближении йа 
(!2—угловая скорость вращения). Задача сводится к интегрированию обыкновенных 
дифференциальных уравнений с начальными условиями.

Предлагаемый метод применим для любых уравнений состояния.

х
1. Уравнения Эйнштейна внутри распределения масс. Рассмо

трим метрику гравитационного поля, создаваемого стационарным вра
щением масс. Очевидно, что в этом случае распределение масс, а 
также гравитационное поле будут аксиально-симметрическими, то есть

glk = gtk(#> 9> й)> (1)

о d<Pгде Ы = -j—- —угловая скорость вращения.

Для такого типа полей метрику можно выбрать следующим об
разом [1—2]:

— ds2 = ех dR2 + е11 (d б2 sin2 б dtp2) 4֊ 2ш е*1 sin2 б dtp di -f-

֊+֊ (ш2е11 sin2 б — е’) di2. (2)

Так как метрика должна быть инвариантной относительно преоб
разования — а угловая скорость при таком преобразовании ме
няет знак, то ясно, что все компоненты метрического тензора, кроме 
ш, зависят от четных степеней 2. Что касается функции ш, она, 
очевидно, должна зависеть только от нечетных степеней 2.
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Наша задача состоит в определении компонент метрического тен- 
зора g|k (7?, 9, 2) внутри распределения масс. В эти функции угло
вая скорость входит как параметр. Разлагая их в ряд по 2, мы в 
дальнейшем ограничимся членами порядка 2՜. Как было отмечено в ра
боте [2], это приближение приводит к несферичности конфигурации, 
появлению центробежных сил и квадрупольных моментов.

Уравнения Эйнштейна запишем в виде

(* = 8*7։*, (3)

где Г* — тензор энергии-импульса:

У* = (Р + р) mi uk-f-Т3?*. (4)

Здесь Р— давление вещества, р—плотность, а и1 —компонента четырех
мерной скорости. Компоненты тензора Gi для метрики (2) приведены 
в работе [2].

Для области пространства, занятого веществом, имеются шесть 
независимых функций X, р, v, ш, и3 и плотность вещества р (предпо
лагается, что уравнение состояния задано в виде Р = Р (р)). Для на
хождения этих шести неизвестных функций мы можем использовать 
шесть уравнений Эйнштейна, или два из них заменить уравнениями 
гидродинамического равновесия

ГД - °- (5)

В работе [1] показано, что уравнения (5) сводятся к следующим:
и3 = 2ы°, (6)

М(Р, 6) = , =-----у * — у1п П - в'1՜’ (ш + а)‘ sin8 б] + С, (7)

где С—постоянная интегрирования. Уравнение (6) означает, что кон
фигурация должна вращаться с постоянной угловой скоростью 2. 
Для и° из условия и։и* = — 1 получается следующее выражение:

и0 = [е' — еа (ш -f- 2)8 sin8 б]—/\ (8)

Соотношение (7) есть интеграл релятивистских уравнений гидродина
мического равновесия.

В качестве независимых уравнений, определяющих искомые функ
ции, выберем (6), (7) и следующие из уравнений Эйнштейна:

G? — G?= 8к (7j — То), G?+Gf = 8к(7?+7^),
(9) 

&2=0, G3°=8k71.
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(рс — плотность вещества в центре конфигурации). Тогда

Заметим, что вне распределения масс, остаются только четыре неиз
вестные функции ՝!, р, ՛>. и <՛•>, которые определяются из системы (9) с
Гк=0.

В качестве малого параметра разложения в ряд компонент мет
рического тензора вместо Ц выберем не имеющую размерности вели- 

о» 
чину ? = а.фс 
эти компоненты можно представить в виде:

е-* = е-х,(1 + .8/), е’=е”(1 + рФ), = R* (1 + ?£/)
(1°)

<о = |/3 д,

где /, Ф, У, и 7 — неизвестные функции от R и 9, а е'° и е՝*— ком
поненты метрического тензора соответствующей сферической задачи. 
Аналогично, давление, плотность вещества и функцию № (R, 9) пред
ставим в виде

Р' = Р° + ?Р, + Ь
^(/г, б).-=т(/г) + ?лг(/?, 0),

где Р°, !>° и т (R) — соответствующие величины для невозмущенной 
сферической задачи.

Подставляя (10) и (11) в уравнения (7) и (9), получаем следую
щую систему уравнений:

ип+иг ֊ -у (ф1 ֊ /,) ֊ (р °+р° ) <4՜ иг+-
1\ /\ \ 2 /

д ( д 1“֊֊ (1֊72)4(ф + /) =֊8^'(Р + р)֊ (12)
2/с2 О‘[ ( 07 ]

— 12 ~е'՝" (Р°+ р°) А'(Р) 51п2 9, 
/ -,о 1 \ /9 -.о__ о \

+ фп + -------$-+ у фх+ ------- 1 д 1 ^1 +

+ (^ + ^А + 16.Р0е-/ + ^-21?{(1֊72) ^֊<Ф֊/)}= <13>

= 16 + [12 яех° (Р° + Р°) R (R) + Б1пг 9,

/ 1 V? \ /1 V? \Л ( R՜ + 1՜) ~ Ф2 ( Я՜ “ ‘У ) + + Ф12 = °’ (14)

= 16ке‘° V 8тфс (Р° + р°),
(15)
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N(R, 9) = - Ф (Р, 6) 4֊ K(R) [1 - Р, (7)] + С10, (16)
где

K(R) = ^R2e-'a{q+VWcr. (17)

В этих уравнениях использованы обозначения <?'? _ I д-Ъ _ 
dR՜''1' д6~К

7 = cos 9, и постоянная С, входящая в уравнение (7), представлена в 
виде С = Со 4՜ РСщ-

При получении системы уравнений (12) — (16) предположено, что 
функция q зависит только от R. Действительно, в работе [3] пока
зано, что вне распределения масс функция q имеет вид

V с,
7 — pi+2 

1=0 л

где Р(/4-2, 1—1, 2/4-2, —а/Р) — гипергеометрическая функция

Гаусса, Рр (7) —-----а Р, (7) — полином Лежандра порядка I.
Лч

Внутри распределения масс функция q определяется из следую
щего уравнения:

д։ — 16 (Р° 4՜ р°) e'nq +

\0 __
+ 4г [Чп + 3g, ctg 9] = 16 ке>" ( Р° 4- р°) VWC.

Решение этого уравнения ищем в виде

Ч = (7).

Тогда для (21 (Р) получим уравнение (15), а для с /^>1 по
лучим

֊■+ [4--W’(P°4-p0)P —-
dR2 I R J dR

— 16«ex'( P°-f-P°) Qi֊ 4? <z -!) U + 2)Q' =0-

Итак, функция (^1 удовлетворяет линейному однородному дифферен
циальному уравнению, и его решение можно представить в виде

<2/ = 6/ ql (R).
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Значения постоянных Ь/ определяются вместе со значениями С[ из 
условия непрерывности «>(/?, 7) и ее первой производной по R на гра
нице конфигурации. Так как и пропорциональна ] 3 , а изменение фор
мы поверхности звезды от сферической появляется в приближении ?, 
то, ограничиваясь приближением ?, мы должны потребовать непрерыв
ность функции ш и ее первой производной на поверхности сферы ра
диуса /?0 (Ро — радиус соответствующей сферической конфигурации). 
Тогда значения постоянных 6/ и С/ для 1"^>1 должны быть найдены 
из следующей системы однородных алгебраических уравнений

/֊1, 2/+2, -֊) = о,
Ко \

. а
ь'-йГ + с'„к Ло+2

Т[1+2, 1-1, 21+2,

Так как детерминат этой системы отличен от нуля, то она имеет 
единственное решение Ь[ = С/= 0.

Таким образом, в рассматриваемом нами приближении функция д 
зависит только от R и q=Q1(R՝).

Коэффициенты, входящие в уравнения (12)—(16), определяются из 
решений следующей системы [3]:

— = 4ч>°Я2, 
ИР

<1Р0
<//?

Р° 4- р°
R (R- 2и°)

(41т/гзР°+ и0),
(18)

-л. 1 2ы°е = 1-------- »
R )^+с-

Исключая функцию Ф из системы (12)—(14) с помощью уравнения (16), 
получаем

2 1
г/и+ ֊• ֊—[- л\ + (1-ВД-.А] — 

К к

- 8гс (Р® + р») е’°
вх» л ( д 1
-у -(19)
2к2 07 [ (77 ]

- К(Р) Р։ (7) = ֊ 8ке’-° (Р + р) —12 т^° + р») К (R) з1п*9.
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+ 6/х[

*А1 ֊ (1 - Р2 (7)) + (*?,֊ ֊у + 4) [“М К1 Л (Т))1 +

2 >° ֊*! . / ( Л _1_ 2_ ^4-16 -е'-^Р -
-R-------- 2—]+/Ч2 ' К/

-^^-{<1-'։,а7(ЛГ+/)1 + ^ВДР։(1)= (20)
= 16 кРе’* + [12 (Р° 4- Р°) к (R) + Р!Ч\е-՝°] зт’ 9.

^+4Н^~4)[-"+вд<1-/>։(1))1
+ £/1-М + /Г1(1-Р։(т)) = 0.

Уравнение (21) получено из (14) путем интегрирования последнего по 
переменной 9. При этом возникает некоторая произвольная функция, 
зависящая от R. Эту функцию мы приняли равной нулю. Это воз
можно, так как при выборе интервала в виде (2) мы оставили за 
собой право произвольного преобразования координаты R вида Р=Р(Р/)- 
Такое преобразование эквивалентно прибавлению к ). произвольной 
функции от координаты R и ее всегда можно выбрать так, чтобы 
правая часть уравнения (21) равнялась бы нулю.

Исключая функцию II из системы уравнений (19) —(21), окон
чательно для функций / и ./V получаем следующие уравнения:

[ 8к (ро + р0) _ ру_ К (R) (1 - Рг (7))] -

Р2 2Р2<?7 [ 07 )
+ (Т) =16 «Р+ -|е-^[12^>֊’ (Ро +₽’) К {R) + (22>

+ Л27?е-”](1-Р։(7)).

(9 \
4-4 [-М + *1(1-Л(7))] +
Л\ Л ]

/ У? У0’ \ уО /
+ (4 - ֊4) [֊^+ ад (1 - л (7))]+֊4֊ +

(лО’О 0 \ ( ■> \„О м *։ । 71 | {_  е о 1. 2 д л.| , /02 ч’'"-Т' + ттЯ ТР՝-ЭГ1(1֊’1,йГЛ7+ ( ’
+ •>'?, (1) = в”«*' (ЗР +,) +

9
+ — [24кех։ (РО + Ро) К (R) + Я’ф֊”] (1 - Р2 (7)). 

О
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2. Внутреннее решение уравнений. Эйнштейна. Решение вну
тренней задачи свелось к интегрированию уравнений (15), (22) и (23). 
Поскольку последние два содержат в себе функцию у, то необходимо 
интегрирование начать с (15). Решение этого уравнения будем искать 
в виде

q = DJ{R) + q(P), (24)

где D — постоянная интегрирования,/(7?) удовлетворяет однородному 
уравнению (15), a Q (7?) — частное решение неоднородного уравнения. 
Исследование поведения этого уравнения в начале координат показы
вает, что J (R) = const + О (7?s), a Q(R) ~R\ поэтому в качестве на
чальных условий можно выбрать

7(0) = 1; -^֊ = 0; Q(0) = -^2-=0. (25)
ак dR

Имея функцию у (7?), мы можем перейти к интегрированию уравнений 
(22) и (23), которые являются дифференциальными уравнениями в 
частных производных. Эти уравнения допускают разделение перемен
ных, если решение искать в виде

77= V 77,(7?) Р,(7), /=У/,(7?)Р,(7), 
7 (26)

Р= 2Р,(7?) Р, (7), р = 2р/(Р)Р/(1). 
/-и ,=0

Подставляя (25) в уравнения (22) и (23), получаем обыкновенные диф
ференциальные уравнения для коэффициентов разложения в ряд по 
полиномам Лежандра (26).

Л = я (т?) 77, (тг) + ? (тг) г,о + 7 (Я) sn + 16-тг8
/U 4-D !

1

А (Я). (27)

cPNi
~dRr +

^_77,_ -и (Л _ 2L 
dR k R 2 яг ех° 77, (Я) -

/9 I® \
(3/о-зп)- К(Я) (о,0 — о,а) —

о 1® \ 2 _ '1 ]
R 2}

1(1 + 1)

K^(R)(Ji° °'2) + \ p 2 2 dR (28)
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֊ 8«е» (3 Р° + рО) к (R) 5га = ֊ (ЗР, + Р,) +
Р2

9
+ — [Р2д2е֊’' + 24 кех’ ( Р° + Р°) Р( Р)] («в — «®),

О
где

а(~ 1 М^ + р0) р«а(Р) = -1-Л/+1)-—Р,

2

(28)

1 I 9₽ (Р) = 7^7֊------- [16 к (ро + р») Р2 -1]Р(Р) + -|р«92е->--՝-

2 1

7(Р) =-Р(Р).-
ЗР(Р)

Ш + 1) !
2

Далее, исключая функцию из уравнения (28) при помощи (27), 
•функции М получаем следующее уравнение:

для

■ + х, (Р) + л (Р) м (Р) = (р ) р1 (Р) ֊
О.К аК

— 8кех,*рг (Р) +
8«Р։^

Ш±1)_1 
2

.^+-2(Р)8/о+ И(Р)8го, 
аК

(29)

где
2 ).?^(/г)=р-1 «(Р)^1.

2

НН-1) 
1{К}-Р՜ 2 Р2 '

>Хо У?а(Р)
2

о
-8к(ЗР» + р»)а(Р)- ^-МР), 

16 кРцО
^- 7(7+1) п -24тсе>°~

2

16*Р2 
~Ш+1) 1 

2

V? I^- + -^֊8кех'(ЗР° + р0)],
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г 0 о* 1 о х,° / 9 1° \= ?(/?) | 8~в'°(ЗР° + Р°) “ “у ]+V + ( Л՜՜^՜) +

/>? 
+*М?)

\ А.
+ (/?) - у [24 -ехо (Р° + р°) к (R) + Я8#֊՝0],

I О (Я О.г / О -,Р ЧИ(Я)= 7 (R) 8«е'՞ (ЗР°+ Р°)֊ ■֊— ֊ +2Т"-А'1(Т՜!՜)-
I К £ £, \ ЛХ. £, /

//. ъ\ бех°- К (R) - -±) ֊ КМ + --*№+
\ £\ 2 / 1Х~

О
-г [24 ке'° (Р° + р° ) К (R) + Я։д?е֊”]. 

О

В уравнение (29) кроме неизвестной функции М(Р) входят также 
функции Р/ (R) и р, (R). Чтобы получить окончательный вид уравнения 
для мы должны и рг (2?) выразить через функцию 1У1(Р). 
Согласно определению

и уравнению состояния р = р (Р), М (Р) и р (Р) являются функциями 
давления. Следуя принятому нами приближению, разложим эти функ
ции в ряд Тейлора около точки Р' = Р' и ограничимся членами по
рядка Р, тогда

2А(Р)Р/(7), (30)
?=0/=о

пг(Р)+₽^- 
О.Г

Г 00 1 //о0 00
р Ро + Р2Р/(Р)Р,(7) =Р° + Р֊<-0УР/(Р)Рг(т), (31)

й ] 1-0
где 

<1М 1
НР р=0 Р° + р0'

С другой стороны,

М(Р, 6) = 7п(Р) + ₽2М(Р)Р/(7), (32)
1-0

р(Р, е) = р°+₽2р։(Р)Р,(т). (33)
1=0
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Сравнивая (30) с (32) и (31) с (33), можно Р/(Р) и р,(Р) выра
зить через функцию

Р/(Р) = (Р° + р°)М(Р), ^34)

₽,(«) = ^Л(Я) = ^։ч>։+^М(/г).

Подставляя (34) в уравнение (29), для функции окончательно 
получаем

™ + л-(Р)^ + г(Р) м (R) = 2 (R) + И(Р) г,2. (35)
<7Р2 с№

Здесь
8т./?2

Х(Р) Хг (Р) - --------(Р° -г Р°),

2

У (Р) = л (Р) - ЩР) (Р° + ?•) + 8те>- (ро + рО) - 
аг и

8т/?2 V» 
“ 1 и + р 1 

2

Таким образом, нахождение внутренних решений вращающихся 
звездных конфигураций свелось к интегрированию соответствующей 
сферической задачи для определения коэффициентов, входящих в урав
нение (35), и к дальнейшему ее интегрированию.

В общем случае сферическая задача решается численно [4—8]. 
При решении этих уравнений мы получаем массу М (Ро), радиус Ро 
сферической конфигурации, [значения функций /.°, V0, Р° и р° при 
заданном рс. Знание этих функций позволит перейти к интегрирова
нию уравнений (35) со следующими начальными условиями:

М(0)=0, / = 0, 2, 4, --

Кроме этих начальных условий нам должны быть заданы значения 
производных этих функций в точке Р = 0. Однако, вместо значения 
производных в начале координат, мы имеем логарифмические произ
водные этих функций на границе звезды. Поэтому поступим следую
щим образом. Неизвестные функции будем искать в виде

■%(Р) = /Ч>(Р), М(Р)=ВЛ(Р) + 5(Р), М(Р) =5/М(Р). (36) 

Начальные условия для /Уо следующие:
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Лго(°) = -֊^- = 0- <37)
аК

Функция ВгЬ2 (R) есть общее решение однородного уравнения (36) с 
индексом 1 = 2, S (R) — частное решение неоднородного уравнения с 
тем же индексом. В центре конфигурации L^R) — Ra, S (R) ~ R1, по
этому имеет место

4(0) = -^֊֊֊ = 5(0) = -^֊ = 0. (38)
dK ак

Что касается функций Li(R), то, как будет показано ниже, они равны 
нулю.

3. Определение постоянных, входящих в решения. Значения 
постоянных, входящих в полученное решение, определяются из усло
вия непрерывности компонент метрического тензора и их первых про
изводных на границе конфигурации. Для записи этих условий необхо
димо иметь внешнее решение. Оно было найдено с точностью до про
извольных постоянных, значения которых должны быть одновременно 
определены с постоянными, входящими во внутреннее решение. Вы
пишем решения вне распределения масс [2]:

е’=1 + ^- + ₽2ЛФ/(7?)А(т),
К Z-0

е~Х = 1 + 3՜ + Р 2 1А‘ ф' - ^Г8" - Sn IPl (39)
I —0 ' л\ }

<o =
R3

где
! z-o



562 Д. М. СЕДРАКЯН, Э. В. ЧУБАРЯН

—а—гравитационный радиус сферической конфигурации, Л/ и С1—про
извольные постоянные интегрирования, а /'’(/ 4-1, I— 1, 2/ + 2, — а! R)
— гипергеометрическая функция.

Условия сшивки для функции ш приводят к уравнениям

֊£ = Д/(Яо) + <2(Яо),
Яо

-^=£>/1(я0) + <2։(я0).
Ro

(40)

Из решения этой системы находим

£> = —

О1(Яо)+3֊^^֊
___________________ ^0

Л(/?о) + з-^

(2 (Яо) ./1(Я0)-/(Я0)(21(Я0)
(41)

Л(*о) +
3/(Я0)

*о

•Яо3.

Так как несферичность формы поверхности конфигурации возникает 
во втором приближении ‘по 2, то уравнение границы можно записать 
в виде

Я(0) = Яо + ₽^с//А(7). 
/—О

(42)

Значения постоянных с// можно выразить через В/, используя усло
вие равенства функции ЛГ(Я, 0) нулю на поверхности звезды. Это 
условие с учетом (36) запишется в виде

т (Яо) + ₽ у Р, (т) + ₽ [л/0 (Яо) 4- В2Ц (А) 4- 5 (Яо)) Р։ (т) 4- 
“К 1=0 1

00 (4с
+ 2А£,(Яо)А(7)] = О.

/=4

Так как т (Яо) = 0, то из (43) следует 

ат\ ах
(4^

Л^^=-АМЯ0). 
аК
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Таким образом, для определения формы конфигурации нам необходимо 
знание значений функций М в точке R = 7?0» а также постоянных В[. 
Для определения последних выпишем выражения * вне и внутри рас֊ 
пределения масс

А ,вЯеш. = А 1п ^1 + ֊) + -֊- ? ^ д, Ф/ (/г) л (т),

А ,виут. = - т(/?)֊₽ Ио(Л) + [В։Ъ (R) + 5(R) ]Р2(т) 4֊ (45),

+2 В, £, И) Р, (Т) - R (R) (1 - Ра (Т)) - С1։ о 
г-4

Требование непрерывности V

к следующим соотношениям:

+ Со.

и на границе звезды (42) приводит- 
ал

Со + р [С,, о + К И>) (1 ֊ Л (7))] = 41п

+А| 2 б41®՛ <*•> - -? )Р։Ы ]՛2 1д\ 14-а/Ло / J

_ Ит (7?0) о I V Р М ֊4֊
ЛР 11^о ‘

+ (ВЯ Ио) + Ио) \ р _|_
\ ар ар /

(46)

У в. с“^р1 (т) ֊ (I ֊ Л (т)) 1 = ֊ А- ֊^0֊й М .1 2 1 + аИо

оо ОО

У^Л(т) + 4₽Улул(т).

Приравнивая к нулю коэффициенты при одинаковых Р։(т), можно оп
ределить все искомые постоянные.

В случае /^>2 для Д/ и В1 получаются следующие алгебраиче
ские уравнения:
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-֊- А1Ф, (/<,) + В, Л, (/?„) = О,

А։ Ф( (Во) —
а01В1

1 + Вй
(11.

(47)

(47) представляет собой систему линейных однородных уравнений для 
Л А1 и В/, детерминант которой отличен от нуля. Следовательно, 
она имеет единственное решение Л = Л = В, = 0. Итак, наше реше
ние в этом приближении не зависит от полиномов Лежандра с ин
дексом выше двух.

Для I = 0 условия, полученные из (46), дают

Со = у1п

2/1+-£Ллг0(/г0)
X Ко'______

а/Яо

(1В

1 ( (1К(В0) (Ш0(В0)
с՝-0 = </Ф0(^г |Фо(*о) ~1в аГ՜ 

ав

(48)

Наконец, для I = 2 следует

<4 = - 2 -1 + °/2/?0 [АД (Вй) + 5 (ад 
а:Во

А = _ 2 К(Во) + В(Во)±В>ЬМ)
2 Ф2(*о) (49)

ф։№)|5Щ) + "<А)
°1 ав ав 1

1 ^Ф^о){/Г(/?о) + 5(/го)}
। с1К

I (р \ ^Ф2 (Вр) -Фг(В0) 
аК
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Таким образом, интегрируя уравнения (15) и (35) с начальными усло
виями (25), (37) и (38) от нуля до радиуса /?0 соответствующей сфе
рической конфигурации, мы определим все постоянные, входящие во 
внутренние и внешние решения уравнений Эйнштейна. Внешние реше
ния определяются формулами (39), а внутренние будут

е֊>. = е-х’ {1 + ? [/0 (/?) + Д (Л)р2 (Т)]},

е‘ = е" {1 + ? [Фо (R) + Ф։ (R) Р։ (?)]},
(50) 

е = /г2 {1 + р [(/0 (R) + иг (R) Рг (т)] 1, 

о> = /₽՜ {£>/(/?) + (?(/?)},

где функции Фо и Ф2 выражаются через найденные функции 7У0 и 
с помощью формул (16) и (36), /о и А — с помощью формул (27), 
(34) и (36), а 110 и и2 определяются из (21).
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Ереванский государственнный университет
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ON THE INTERNAL SOLUTION OF STATIONARY 
AXIAL-SYMMETRICAL GRAVITATIONAL FIELDS

D. M. SEDRAK1AN, E. V. CHUBAR1AN

A method for obtaining the internal solution of the Einstein 
equations for stationary axial-symmetrical gravitational fields in 22 ap
proximation (2 is the angular velocity of rotation) is devised. The prob
lem is reduced to the integration of ordinary differential equations with 
initial conditions.

This method is applicable for any equation of state.
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