
АКАДЕМИЯ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

АСТРОФИЗИКА
ТОМ 4 ФЕВРАЛЬ, 1968 ВЫПУСК 1

К ПРОБЛЕМЕ МИЛНА В ТЕОРИИ ОБРАЗОВАНИЯ 
СПЕКТРАЛЬНЫХ ЛИНИЙ

В. В. ИВАНОВ 
Поступила 20 октября 1967

Рассматривается проблема Милна для случая рассеяния с полным перераспре
делением по частотам. Изучено асимптотическое поведение сеответствующей функции 
источников в глубоких слоях.

1. Проблема Милна состоит в расчете светового режима в полу
пространстве, не освещаемом извне и содержащем источники только 
в бесконечно глубоких слоях. При изотропном консервативном рас
сеянии без изменения частоты она сводится к решению интегрального 
уравнения

о
где

1____
£п(х)=Ге :СП֊2Л. (п = 1, 2,...). (2)

и
Э. Хопф [1] показал, что решение (1), нормированное таким образом, 
что 5(0) = 1, имеет вид

5(г)=]/Г[т + д(т)], (3)

где д (") монотонно возрастает от д (0) = ■ = 0.577 до д (т.) =

= 0.710. Явное выражение для д(х) найдено К. Марком [2]. Проблема 
Милна подробно исследована и для анизотропного рассеяния без из-
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менения частоты [3—5]. В настоящей заметке она рассматривается 
для случая рассеяния излучения в частотах спектральной линии, про
исходящего с полным перераспределением по частотам. Соответст
вующая функция источников 5 (т) есть решение уравнения [6—8|

= (4)
О

где

/Г(т) = Д у а»(х)Е։[та(х)]</х, (5)
——<х»

«(х) — профиль коэффициента поглощения, А нормировочная по-՛ 
стоянная

Асимптотическое поведение 5 (х) при х — оо для коэффициентов 
поглощения важнейших частных видов было изучено автором [9], 
Дж. Стюартом [8| и Ю. Ю. Абрамовым, А. М. Дыхне и А. П. На- 
партовичем [10]. Явное выражение для £('), из которого асимптотики 
следуют в качестве предельного случая, получено Д. И. Нагирне- 
ром [11].

Таким образом, проблему Милна для рассеяния с полным пере
распределением по частотам можно считать решенной. Исследование 
асимптотического поведения 5 (х) при ~ —*■ ос, которому посвящена эта 
заметка, представляет поэтому чисто методический интерес. Оправ
данием публикации служит простота приводимого доказательства и 
удобство той новой формы, в которой компактно записываются мно
гие полученные ранее результаты.

2. Рассмотрим вначале функцию К(~). Пусть а (х) — монотонно 
убывающая функция | х |. Подставляя (2) в (5) и меняя порядок ин
тегрирования, находим, что

ВД= Ге~ад±, (7)

о 
где

ад = гд1 а։(о л, 
х(։)

(8)
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х (х) — неотрицательная функция, такая, что л(г) = 0 при г<1 и

я [х(х)| = — при г > 1. 
г

Предположим, что предел
, / г \ / г \

х ( —/ х ( — )
/(у)֊ Нт & = у Пт ---- Д-

։-»՝ х [г) х (г)
существует и равен

/ (У) = У՝\ .

причем Тогда при г—* ос

С(г)~- 2А 
27 + 1 г

Действительно, полагая в (8) я (#) = —» при я > 1 имеем 
?У

С(г) = 2 А I х' (гу) — — > 
и У՝ г 1

откуда

б-м = 2л(՝+^+^֊ 
„I х (г) у г

(9)

(Ю) 

(И)

(12)

(13)

(14)
/ 1 \ Лу х' (г) 2А х (г) 
\ у) у" х 2^ + 1 х

Пользуясь (12), из (7) таким же образом находим, что при т-»оо

К (-) ~ 2А
27 + 1

где Г (х) — гамма-функция.
В последующем обсуждении встречается функция

£(т)=.Д С (г) Нг,

(15)

(16)
О
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связанная с /С(') соотношением

(17)֊

Легко показать, что

и-.) ~2л 4п֊֊*՛ и ~г w <18>
Условие (11) выполняется во всех случаях, представляющих прак

тический интерес. Так, при допплеровском коэффициенте поглощения 
aD (х) = ехр (—хг) имеем x(z)=)Zlnz при z^-1. 1 и поэтому 7 = — •

Для профилей, убывающих в крыльях по степенному закону:
а (х) ~ 1^| х Гх, (|х|.—*ос) 

где и х— некоторые постоянные (1<С7 <^сс)» имеем 
х- ч

' 2х '

(19)-

(20)-

3. Положим 

Н(г)=\е ’S(.)— 
и

(21)

где 5 (") — решение (4), нормированное так, что 5 (0) = 1.. Функция 
Н(г), как известно, удовлетворяет уравнению

H(z) = l+֊ztf(z)f Я(?)' G(z?)dz', (22)
2 J z + z

II

которое можно записать также в виде

— Н(г) С = 1. (23)
2 ,] г 4֊ г'и

Найдем асимптотику Н(г) при г—* оо. Положим в (23) г' = гу. Умно
жая и деля левую часть этого уравнения на Н(г)С(г), получаем

— Н\г) г С (г) У_^у_.= 1֊ (24).
2 З //(г). С (г) 1'4-у
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Обозначим через /н (у) (пока неизвестный) предел

/в (у) = И™ Х-» ОС
Н(гу) С(гу) 
Н(г)С(г)

Из (24) следует, что при г -» оо

Н(г) Си
V гС(=)

где

Подставляя (26) в (25) и учитывая (12) и (11), находим, что

/н (»)=֊]/
У г \ У /

Теперь (27) дает

— 5Ш 1гт[ •

(25)

(26)>

(27)

(28)

(29)

Формулы (26), (12) и (29) дают главный член асимптотического 
разложения Н(г) при г-»оо. Найденные ранее [6, 9] асимптотики^ 
соответствующие допплеровскому, лоренцовскому и фойгтовскому про
филям, являются частными случаями (26). Выражение, по существу 
совпадающее с (26), но записанное в иной форме, получено Ю. Ю. 
Абрамовым, А. М. Дыхне и А. П. Напартовичем [10] другим, более 
сложным способом. Прием, использованный выше для получения 
асимптотических выражений А?(т) и Ь (т) при т —»со, заимствован нами 
из работ этих авторов [10, 12], в которых впервые было указано на 
важную роль функции х (г) при изучении асимптотического режима.

4. Теперь легко найти асимптотику 5 (') при ' —* °с. Перепишем 
(21) в виде 

со
Н(г) = Ге՜'' ^кау-З(г). (30)'

Л «5 (*) о
При " 1 имеем отсюда

Н(-.)~3(^е-у/5(у)<1у, (31>

(I
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где

= Нт (32)

Подставляя 5 из (31) в (32) и учитывая (26) и (12), получаем 

Л (У) = У1- (33)

Из (31) имеем теперь 

(-֊**) (34)
•у - С(х) 

тде

С5 = 1 — 1/ -7֊з։п КТ. (35)
7 1 ( I / ’ “

Рассмотрим важнейшие частные случаи. При допплеровском 

коэффициенте поглощения х<(г) = Г 1п г и 7 = —> так что согласно 

'(12) и (34)
5о(֊)~4к-'Ч,/*(1пг)1'՛.

. Для профилей вида (19) формула (34) принимает вид

1 Т г21՜’ 1+27
1-2т

51П ^7 _т

В частности, лоренцовскому коэффициенту поглощения

1__
1 + х։

(36)

(37)

(38)+ (х) =

соответствует 7 = —> 1^=1, и поэтому

5ь(4~4/4У/1г-։(4՝)л\ 2 / \ 4 /
(39)

Соотношения (36) и (39) были получены ранее автором [9]. Фор
мула (37) с точностью до обозначений совпадает с выражением, най
денным Дж. Стюартом [8]. Наконец, формула (34) лишь по форме 
отличается от асимптотики, приводимой Ю. Ю. Абрамовым, А. М. 
Дыхне и А. П. Напартовичем £10]. При ее выводе они исходили из 
явного выражения для ֊5,(7), которое было найдено ими методом 

иВинера-Хопфа.
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5. Асимптотику £(~) можно представить в другой форме, имею
щей некоторые преимущества перед (34). Из сравнения (34) и (18) 
•следует, что

(40)

где

(41)

Коэффициент С во всех случаях близок к единице, монотонно убывая
с ростом 7 от 1 при т = 0 до 2 1 = 0.900 при 7 =

Положим (строгое равенство!)

(42)

где ; (") — поправочный множитель к асимптотике (40), стремящийся 
к единице при -—эо. Из (42) имеем ;(0) = С՜’, так как согласно 
(16) £(0) = 1. Таким образом, ? (т) близко к единице как при ма
лых, так и при больших т. Оказывается, что ; (т) не сильно отли
чается от единицы при всех т. Для получения оценки 3 (т) можно 
поэтому пользоваться простой приближенной формулой

получающейся из (42) при пренебрежении отличием С и ; (-) от еди
ницы. При допплеровском коэффициенте поглощения максимальная 
погрешность этой приближенной формулы составляет несколько десят
ков процентов.

6. В случае допплеровского профиля легко получить не только 
главный, но и несколько следующих членов асимптотических рядов. 
Из (8) при яп(х) =ехр(— х2) имеем

с» М ~ —74֊=-V (-1)1 (|„։)֊‘. (44)
2 I - 1п г 2

(г-> оо) 
• I

Будем искать Но (л) при г -* со в виде

Но (я) — 2՜ Ля/։ (1п я)
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Подставляя (44) и (45) в (23), вычисляя получающиеся интегралы и 
приравнивая нулю коэффициенты при (1пг) , (1п г) и т. д., после
довательно находим Л1։ Л2,՛” (из (26) и (45) следует, что Ло — 1). 
Оказывается, что

+ (46)

Ищем 5о (") при т 1 в виде
ОО

5о (г) ~ 4к֊’/* г1’ (1п •=)''• V . {47)

Подставляя (45) и (47) в (21), получаем возможность выразить че-- 
рез Л|(/-С/). Таким путем находим, что

5о = 1,
= 2т + 41п 2 ֊ 3 = 0 11588

1 8

4к2 + 12 (т + 21п 2)г - 36 (-г + 21п 2) + 81 = _ 0 75044 
~ 128 ՛

Здесь 7 = 0.577216 — постоянная Эйлера. Формула (46) и коэффициенты 
разложения (47) до з։ включительно были найдены Д. И. Нагирне- 
ром [13] другим, более сложным способом.

Автор признателен Ю. Ю. Абрамову, А. М. Дыхне и А. П. На- 
партовичу, предоставившим возможностъ ознакомиться с работой [10] 
до ее опубликования.
Ленинградский государственный 
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ON THE MILNE PROBLEM IN THE THEORY OF LINE 
FORMATION

V. V. IVANOV

The Milne problem is considered for the case of scattering with 
the complete redistribution in frequency. The asymptotic behaviour of 
the corresponding source function in the deep layers is investigated.
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