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Получены уравнения и формулы, определяющие среднее число рассеяний фо­
тона в плоском слое конечной оптической толщины. Рассмотрены два случая источ­
ников излучения: 1) на плоский слой падает излучение извне, 2) источники излучения 
распределены в слое равномерно. Полученные формулы упрощены для слоя большой 
оптической толщины.

В первой статье этой серии [1] были даны общие формулы для 
среднего числа рассеяний фотона и сделано их применение сначала 
к одномерной, а потом к трехмерной полубесконечной среде. В на­
стоящей статье среднее число рассеяний фотона определяется для 
плоского слоя конечной оптической толщины "0.

Как и раньше, будем считать, что фотон, поглощенный в данном 
месте переизлучается затем (то есть рассеивается) с вероятностью к 
или испытывает истинное поглощение с вероятностью 1 —причем 
величина л не меняется в среде. Будем также предполагать, что эле­
ментарный объем рассеивает излучение изотропно и без изменения 
частоты.

В этой статье сперва определяется среднее число рассеяний фо­
тона, поглощенного на данной оптической глубине т (и диффундирую­
щего после этого в среде); Затем среднее число рассеяний фотона 
находится для некоторых частных типов источников излучения. В конце 
статьи полученные формулы применяются к случаю, когда оптическая 
толщина рассматриваемого плоского слоя очень велика (т0 1).

Среда конечной, оптической толщины. Пусть <2 (т, х0) — сред­
нее число рассеяний фотона, поглощенного на оптической глубине т в 
плоском слое оптической толщины т0. Как было показано ранее [1], 
эта величина определяется формулой
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q(s^o)^ 1 п)

где Р(", "о) — полная вероятность выхода из плоского слоя фотона, 
поглощенного на глубине t (то есть вероятность выхода через обе 
границы слоя во всех направлениях).

Для получения уравнения, определяющего величину Р(~, "0), вос­
пользуемся уравнением для вероятности выхода фотона в заданном 
направлении

p(W,^=± + \ (2)
2 J 

и
Здесь р т), тп) Ju։ — вероятность того, что фотон, поглощенный на 
глубине т, выйдет из слоя через границу т = 0 под углом arc cos т) к 
.нормали внутри телесного угла (см. [2], гл. 6).

Очевидно, что
1

Р (՝, "о) = j (Р (', Ч» то) + Р (хо — S 'о)] dri. (3)

о
Поэтому величина Р(^, ~о) будет определяться уравнением

Р^,хо) = yj^il՜ — -֊֊ + у ^("о —')• (4)

о
Однако вместо рассмотрения уравнения (4) удобно получить 

уравнение, определяющее непосредственно искомую величину Q(t, т0). 
Для этого в уравнение (4) следует подставить выражение Р (т, -:0) че­
рез Q(~, "о), вытекающее из (1). Сделав это, находим

Q(b-o)=yJsil’-dQ(f,'։o)A-|-l. (5)

о
Ясно, что уравнение (5) может быть также получено из простых 

вероятностных соображений.
Пусть Г (", "0) — резольвента основного интегрального уравне­

ния рассеяния света в плоском слое (и, в частности, уравнения (5)). 
Как известно, (см. [3]), резольвента Г (",т0) выражается через 
функцию Ф (", "0) = Г (", 0, т0), которая должна играть очень важную 
роль в теории рассеяния света. Поэтому и величину Q(՜, ~0) мы вы­
разим через функцию Ф (т, т0).
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На основании определения резольвенты имеем

<2С,^) = 1+ ^Г(х,х',хонх'. (6)

О

Но резольвента Г (\ хй) связана с функцией Ф (х, х0) уравнением

+ = ф (г, х0) Ф х0) - Ф (х0 - х, х0) Ф (х0 - < х0). (7)
д- д-'

Подставляя |(7) в (6) {точнее говоря, дифференцируя (6) по х, исполь­
зуя (7) и затем интегрируя), получаем

Ъ ч>) = * ("о, "о) [Т (Ъ ч>) + ("о֊- * (’о, -о)], (8)
где

ч>) = 14֊ |ф «’<>)*'. (9)

о
Формула (8) и дает искомое выражение (?(х, х0) через Ф (х, х0). 

Напомним, что функция Ф ~0) определяется уравнением

Ф(ь^ = — [^1’-<|Ф(«»-=о)Л+֊^ (Ю)

0

При небольших значениях х0 функция Ф (", х0) была табулирована [4]. 
При х0 > 1 существуют асимптотические формулы для этой функции, 
которыми мы воспользуемся ниже.

Если величина С) х0) известна, то могут быть найдены и вели­
чины (?! (х, х0) и О> ("> "о), представляющие собой средние числа рас­
сеяний фотонов, выходящих из среды наружу и гибнущих в среде 
•соответственно. Для этого служат формулы (10) и (11) первой из 
статей [1]. Однако так как в эти формулы входит производная 
•дФ (х, х0) ---- » то их использование встречает некоторые трудности.

Отметим один частный случай формулы (8), а именно допустим, 
что фотон поглощается на границе плоского слоя. Полагая в формуле 
(8) х = 0, находим

<2(0, ^) = ЧГ(х0, т0). (И)

Можно также получить другую формулу для величины <2 (0, х), 
выражающую ее через нулевые моменты функций ? (т(, х0) и ՛!» (т„ х0) 
Амбарцумяна. Полагая х= 0 в формуле (1), имеем
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<2(0, "о) - 11Р(°,?- ՛ <12>

Но из (3), при " = 0 следует

Р(0,70) = ^[а0(֊0)+М-0)1, (13>

где принято во внимание, что

Р (0, Ъ, 'о) = ~ ? Ь, ’о) и Р ("о, гь "о) = 'Ж -■») (14}4к 4«

и использованы обозначения 
1 1

“/• (то) = ( ? К 'о) УГ ("о) = | •? (г1, "о) гГ (15}

о о
Подставляя (13) в (12) и пользуясь соотношением (см. [2] стр. 106} 

('։-֊’о-у?.)('1-֊«. + |?.) = 1֊!-. (“>

находим

<2(0, т0) =----------------- у------  (17}

В случае чистого рассеяния (то есть при А = 1) имеем 

«о(ч>) + ₽о(ч.)=2 (18)

и формула (17) принимает вид

Как увидим дальше, среднее число рассеяний фотонов и во мно­
гих других случаях выражается через функции ? (т(, "0) и ф (чд, т0) и 
их моменты. Эти функции были введены в теорию рассеяния света 
В. А. Амбарцумяном [5] и подробно изучены Чандрасекаром [6] (обозна­
чившим их через А՝(р, т0) и К(|1, "0)). Таблицы этих функций составили 
Собоути [7] и Карлстедт и Малликин [8]. При больших значениях 
имеются асимптотические формулы для функций ? (т(, "0) и ф (ц, т0)։ ко­
торые мы применим ниже.
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Внешние источники излучения. Знание функции Q (", ~0) поз­
воляет определить среднее число рассеяний фотона при любых источ­
никах излучения. Это можно сделать по формуле

Q* = -----г---------------- (20>

о

где / (") d~ число фотонов, приходящих непосредственно՝ от источ­
ников излучения и поглощаемых между глубинами -- и " + d~.

Рассмотрим сначала случай, когда источники излучения находятся 
вне среды. Мы найдем среднее число рассеяний фотонов в зависимости, 
от угла их падения, который обозначим через ar.ccos-Z.

В данном случае / (") = е ՛ и из формулы (20) следует

Q* = —----------- ------------- (21>
1 — е ‘ 1

Подставляя в (21) выражение (8) и интегрируя по частям,, находим

Но, как показано было ранее [3], функции ® (^,."0) и ф (^, '0) выра­
жаются через функцию Ф (", "0) посредством соотношений.

<р(С, 'о) = 1 +
о

(23))е ' Ф (',։"о)^

Ф G, to) = е у Ф (т».— Ъ50) d՜.. 
о

(24)>

Поэтому вместо (22) получаем
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СГ = 'Г ("о> т>) ?(;,'0) 25 Ъ) * (25)
1 _ ։

Так как сопоставление формул (11) и (17) показывает, что

«г(ч>.^о) =
1

1 — «о + — ?°
(26)

то формулу (25) можно переписать также в виде

(?* = ------- . 1 ; . (27)

1-7в°+^₽0 ’֊в ‘
Вычисление среднего числа рассеяний фотонов по формуле (27) 

не представляет труда, так как функции ? (С, "0) и 6 (С, "0) и их мо 
менты хорошо известны.

При С — 0 формула (27), как и надо было ожидать, переходит в 
-формулу (17).

Равномерное распределение источников излучения. Допустим 
теперь, что источники излучения находятся внутри среды. Если они 
излучают изотропно, то среднее число рассеяний фотонов опять можно 
найти по формуле (20), в которой под / (") <1՜- надо понимать число 

•фотонов, излучаемых между глубинами т и " 4֊ с1~.
Рассмотрим случай, когда источники излучения распределены в 

-среде равномерно, то есть /(") = !. На основании формулы (20) имеем

Р*= — Г<2(Ь’о)^.
то .) о

(28)

Подставляя в (28) выражение (8) и интегрируя при учете (9), 
получаем

2 р
<2* = ф Оо. то) ’Р(^’о)-- Ф(ъ 

"о и
(29)

Величина 4՜ (т0, т0) выражается через моменты функций ® (?;, т0) и 
’? (’!» •'о) ПРИ помощи формулы (26). Мы можем также выразить через 
моменты этих функций и интеграл, входящий в (29).
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Чтобы сделать это, воспользуемся следующим уравнением

= - —Р(Ъ ^о) 4՜ ~ Ф (Ч» хо) Ф (■» хо) ~д՜. т, 4՜

-А’Ж, ч»)Ф(ч>֊-,’о), ОО)
4՜

вытекающим из (2) (см. [2], гл. 6), и примем во внимание, что
1

Ф(՜, "о)=2к С р (•, гь "о) ~ • (31)
.) Г1о

Умножая (30) на 2՜ с!՜ г, </т( и интегрируя по т в пределах от 0 до 
и по 1) в пределах от 0 до 1, получаем

т. 1
2к С л Ср т0) = А (^ _ рх) цг (То։ -о)։ (32)

о о
Здесь мы использовали формулы (9) и (14).

Умножая (30) на 2пт</-«/7) и интегрируя в тех же пределах, на­
ходим

ч ։ ч
2^У</- р (', т(, ТО) = (1—у“о — уРо) У Ф(х, хо)х^ 4- 

0 0 о

+ ֊ ЙЛоЧЧ^’о). (33)

Из сопоставления формул (32) и (33) получаем

| Ф (т, ,0) <к = 4- °1 Т (-„ т,).
г 2 1-֊".֊4-й>

или, при учете (16) и (26),

(' ф (-, -о) - ^ = ֊ •
] 2 1 —).

(34)

(35)

Подстановка (26) и (35) в (29) дает 
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Этой формулой и определяется среднее число рассеяний фотона при 
равномерном распределении источников излучения в плоском слое.

В случае чистого рассеяния вычисление интеграла по формуле- 
(35) дает неопределенность, так как при /• = 1 имеем

“1 — ?1 — ?охо> (37)'

Чтобы раскрыть неопределенность, надо воспользоваться урав­
нением (30) и тем фактом, что в данном случае

1

2« [ р (•։, Ъ, 'о) + Р ("о — "> ’։> "о)] (38))
о

Это уже было сделано ранее (см. [2], стр. 214) и оказалось, что

—?о4-^4֊2ч>?2-2(’з֊?з)

—------------------------------------------ (39 Р
?о [т0 (‘Ч + ?1) + 2 (а2 + ?г)]

Подставляя (26) и (39) в формулу (29) и учитывая (18) и (37), по­
лучаем

֊^?о + ’о(«։-?։)+2(»э֊?з) 
о

?о т0 | (“1 + ?1) + аг + ?2 (40)>

Формула (40) и дает среднее число рассеяний фотона при Х = 1.

Плоский, слой большой оптической толщины. Полученные выше 
формулы сильно упрощаются в случае, когда оптическая толщина 
плоского слоя очень велика ("02>1). Очевидно что этот случай наибо­
лее интересен для практических применений.

Мы видели выше, что величина <2(т, т0), представляющая собой 
среднее число рассеяний фотона, поглощенного на любой оптической 
глубине при помощи формул (8) и (9) выражается через функцию 
Ф (", '0). Для этой же функции было получено [9] асимптотическое вы— 
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ражение через функцию Ф (") для полубесконечной среды. Поэтому 
можно получить асимптотическое выражение и для величины (2(~, "0) 
через функцию Ф (").

Оказывается, что вид асимптотической формулы для Ф (", т0) су­
щественно зависит от того, какова роль истинного поглощения в дан­
ном слое. Поэтому мы будем различать следующие два случая: 
1) роль истинного поглощения в слое велика (к~0 1), 2) эта роль
мала (к~0 1). Здесь к определяется уравнением

— 1п
2Л

1+<
1 — к '

1. (41)

Ко второму случаю относится, в частности, среда, в которой проис­
ходит чистое рассеяние излучения (к = 0).

В первом из упомянутых случаев функция 'Г (•:, т0)։ связанная с 
Ф ("» хо) формулой (9), отличается от функции 4՜ (") для полубеско­
нечной среды на величину, содержащую малый множитель е~к~-՝‘. В 
первом приближении можно заменить Ч-" (т, т0) на ЧГ (•։). Это позволяет 
переписать формулу (8) для данного случая в виде

<г<-»> = 7Г=7.['Г(’) + Ф(,"-,)-7Г^]' (42)
Здесь принято во внимание, что

'■'(-■"֊’•’-уТТТ.- <«>
Это следует из формулы (26), так как при -0 = со имеем

1 — «о = 1^1 — и ?0 = 0.

Пользуясь формулами (20) и (42), мы можем получить асимпто­
тическое выражение для величины 0*, представляющей собой среднее 
число рассеяний фотонов при заданных источниках излучения.

Однако при рассмотренных выше типах источников излучения 
величину (2* можно найти непосредственно из формул (25) и (36). 
Для этого мы должны воспользоваться асимптотическими формулами 
для функций ф(т6 ~.о) и 'И7!, "о) и их моментов [10]. Применяя указан­
ные асимптотические формулы и отбрасывая члены порядка е՜2*՜՜» и 
_

е ‘ , вместо формулы (25) получаем

Сг 
к (1 - К)

(44)
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где <р (;) представляет собой функцию ? (;, "0) при т — со, а величина 
Cj определяется из соотношения

<45)
и о

Вместо формулы (36) аналогично находим

■<г,=гЬНЖ]’ (46)
где откинуты члены порядка е՜*՜-».

Формула (44) дает среднее число рассеяний фотонов при осве­
щении плоского слоя внешними источниками излучения (точнее говоря, 
при падении фотонов под углом arc cos С к нормали), а формула (46) — 
среднее число рассеяний фотонов при равномерном распределении 
источников излучения в слое.

Во втором из указанных выше случаев (то есть при Л*о<^1) 
асимптотическая формула для функции Ф (т, *0) имеет вид

» (х, = Ф ' + * W + У <“> VT . (47)
•'о + 2<7(°°)

где q (т) — функция Хопфа. Поэтому для функции 4' (", "0) получаем 
следующее асимптотические выражение

* (S ’о) = .0 + 2?(~) {['° + 2<7 (ОТ)][Т + 4 (Х)1 “

где принято во внимание, что

«Чт)=ф + ?(т)]]/з՜. (49)

Из формулы (46) следует

*(’о,^) = -^15о + 29(«>)]. (50}

Подстановка (48) и (50) в формулу (8) дает
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3 f
Q(~, ч>) = ֊ ро + 2? (- )] [q (֊.) + <7 (^о -■=)-?(-֊) +

Г 1 (51)
-Н(ч>—)-2 ( 

и

Этой формулой и определяется среднее число рассеяний фотона, 
поглощенного на оптической глубине в плоском слое большой опти­
ческой толщины "0 при малой роли истинного поглощения.

В рассматриваемом случае автор [10] и недавно ван де Хюлст [11] 
получили следующие асимптотические выражения для функций ® (т(, -0) 
и № "о):

<? (С, 'о) = Ф (Q [ 1---------- ' . . ’
L 'о + 2<7 (»)

"о + 2g (со)

(52).

(53).

где <?(՝) функция ® (С, "0) при "0 = 00 и л=1-
Подставляя эти выражения в формулу (27), находим, что среднее 

число рассеяний фотона, входящего в плоский слой под углом arc cos ”, 
к нормали, равно

(54).

Для нахождения среднего числа рассеяний фотона в плоском слое 
при равномерном распределении источников мы должны подставить 
выражения (52) и (53) в формулу (40). Делая это и отбрасывая члены 

1 порядка ---- > имеем
"о

1 3
<2* = у + ֊ Ч (-) + V («> )• (55)

Такой же результат получается и при подстановке (51) в (28).
Так как мы считаем, что оптическая толщина слоя велика, то 

вместо (53) можем пользоваться более простой формулой

I* — 1 -2

4 ‘° (56).



16 В. В. СОБОЛЕВ

Заметим, 4x0 эта формула вытекает также из формулы (46) пер­
вой из статей [1], если ограничиться в ней членом, содержащим и 
заменить т0 на ■։0ргЗ (как это обычно делается для приближенного 
перехода от одномерной среды к трехмерной).

Ленинградский
государственный университет

NUMBER OF SCATTERINGS OF DIFFUSING PHOTONS. Ill

v. V. SOBOLEV

Equations and formulas for the mean number of scatterings of 
photons diffusing in plane layer of finite optical thickness are given. 
Two forms of sources of radiation are considered: 1) unidirectional ex­
ternal illumination; 2) uniform distribution of embedded sources. Sim­
plifications arising in case of the layer of large optical thickness are 
also studied.
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