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Исследуется решение уравнения переноса в однородной поглощающей и изо­
тропно рассеивающей сферической оболочке, в центре которой находится точечный 
изотропный источник. Устанавливается характер асимптотического поведения решения 
па больших расстояниях от внутренней поверхности оболочки, как при конечном 
внешнем радиусе оболочки, так и при бесконечном и выясняется связь этих двух 
задач. Изучается зависимость решения от внутреннего радиуса оболочки. Особое 
внимание обращено па описание внутреннего альбедо оболочки.

Задача о распространении излучения в сферической оболочке пред­
ставляет интерес в связи с исследованием диффузии излучения в га­
зовых и пылевых туманностях.

В работах [1] и [2] исследуются асимптотические свойства реше­
ния задачи об оболочке большой оптической толщины. Авторы пред­
полагают, что внутренний радиус оболочки велик по сравнению с ее 
геометрической толщиной. Это предположение, по существу, сводит 
задачу к плоской.

В ряде задач представляет интерес более точное исследование, 
связанное с учетом сферичности оболочки [3].

В настоящей работе проводится исследование решения уравнения 
переноса в однородной поглощающей и изотропно рассеивающей сфе­
рической оболочке с точечным изотропным источником в центре ее. 
Установление существования ограниченного решения (раздел 1) поз­
воляет дать анализ асимптотического поведения решения на больших 
расстояниях от внутренней поверхности оболочки как при конечном 
внешнем радиусе оболочки, так и при бесконечном, и выяснить связь 
этих двух задач (раздел 2). Изучению зависимости решения от внут­
реннего радиуса оболочки посвящен раздел 3 работы.
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1. Интенсивность излучения в точке с радиусом г в направле­
нии, составляющем угол 0 = arc cos р с радиусом-вектором, 'Г (г, р) 
есть решение краевой задачи

+J^j± ^ + зЧг(7, И) = ^. (*чг(7,  и)</и

dr. г dV- 2 J
-1 •

R0<7<R, (1.1)

^(Ло, р) = тЧГ(^о,֊Р)+-;(И~?), Р>0,
4 п R»

W(R, н) = 0, р<0.

Здесь 5—число частиц, излучаемых источником в точке г = 0 
в единицу времени, о — полное сечение взаимодействия излучения с ве­
ществом, а։—сечение рассеяния, Ro и R — внутренний и внешний ра­
диусы сферической оболочки. Краевое условие (1.1) отвечает возмож­
ности „прострела“ через полость при 7 = 1 или при
7 = 0 — абсолютно черной сфере радиуса Ro, полностью поглоща­
ющей отраженное сферической оболочкой излучение и излучающей по
закону

В 
цией в 
ния на

55(Р-

такой постановке задача аналогична проблеме Милна с инсоля- 
плоском случае с условием зеркального внутреннего . отраже- 
облучаемой поверхности с коэффициентом отражения 7.

При 7=0 приходим к классической проблеме Милна с инсоля­
цией [4]. Существование, единственность и общие свойства решения 
этой неоднородной при 5 =/= 0 задачи для сферической оболочки ко­
нечной оптической толщины следует из общих исследований теории 
переноса [5]. При R = со и а = as однородная задача с 5=0, оче­
видно, обладает решением ЧГ = const. Существует ли решение неод­
нородной задачи при R = со, какова его связь с решением для конеч­
ного R, характер зависимости от a, a։, Ro. Для исследования этих 
вопросов перейдем к интегральному уравнению для функции источника 
В (г) так же, как это делается в [6] при исследовании задачи с 7 = 0. 
Для задач с R = со второе краевое условие мы заменим естествен­
ным требованием ограниченности (г, Н-) при р < 0, г—»со.

Пусть r = ro, Ro = Roa,R=Ra, о>0 = ——. Введем функцию 
а

Ф (г> н) — интенсивность рассеянного излучения — соотношением



О ДИФФУЗИИ ИЗЛУЧЕНИЯ В СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ 253

Ф (г, [I) = ф (г, р) + 5о(р—1) е-»(7-^)
4^о

Тогда для Ф(г, р) будем иметь следующую краевую задачу:

Р”Г“ + ~---- — ^- + Ф(г, р) = ~ Г Ф (г, р')«/р' + Г^-*=В(г),
дг г оу- 2 л г2

(1.2)՝
де Г=Г(/?0) = ^р^

О 77

Ф (*о,  р) = 7 Ф (/?о ~ Р). Р > о
Ф (R, р) = 0, р < 0, при R < со

Ф (г, р) ограничена при г-»оо, при R = оо.

Интегрируя (1.2), будем иметь для р отрицательных

ф (г, р) = Фх (г, р) = рДр;е ------- -----(1.3)
и /р»-г«(1-и«)

Для р положительных:

при

при

ф (г, Р) =

<^Р,

7?о
>-2

р5(р)е^+/^т^
—- ՛ ар +
Ур։֊г’(1֊Р։)

(1.4)’

рВ(р)
ур«_г2(1_р2)

Ф(г, Р)=Фз(г, р) = 7Ф1(/?о-р)е-^+/^-^֊н’) -|_
(1.5).

I р д (р; ар е-7>+ У р’-',’(1-р-1) 
л Гр։֊г2(1-р։)
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Используя теперь для В (г) выражение

1_о
В(г) =

2
о

1

Фз(г, Н)^ е~

придем к интегральному уравнению

г В (г) = Л [р В (р)]г+ Г— (1-6)
где

R

Д [Р В(р)]г = Г {Е(IГ ֊ р |) ֊ Е+ Ур^ЁГ) + 
л .1

+ тА?(г, р) }р5(р)с?р
(1.7)

<1у-— • е
—Ур2-/^ (I- р*)  
«?>

* Через Еа(х) здесь и далее обозначаются интегральные показательные функции

е~зхИз
з

Преобразования, приводящие к (1.6), связанные с заменами пере­
менных интегрирования и порядка интегрирования, законны вследствие 
положительности и интегрируемости подынтегральных выражений как 
при R ограниченном, так и R = <х>.

Лемма 1. Справедливы оценки*

шо 1-^-£2(г + /?0) (1-8)

1

Е1(х) = £(х). .



О ДИФФУЗИИ ИЗЛУЧЕНИЯ В СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ 255

Действительно, запишем К (г, р) с?р в виде

Ур։֊/?2(1֊Р2)
С?[Х.

Для внутреннего интеграла, пользуясь заменой

г = /Р»-/?И1-р2), zdz = сф, Р = Гя2 + /гг (1 —р։),
получим оценку

_■֊< г -и оШ <(1.<
/2Я։ . К1

На

И так как 
1 ___
[ е_|1Г (1-'л՛ Др заменой рг— УЕц—г2(1— р2) = г

сводится к интегралу

1 '2֊7?3 — 1 ря,
Г֊/?с

я2

то
К (г, Р) <7р = Ег (г ֊ /г0)-± [2 £։ (г - /?„) ֊ £3 +

л-о
(1Л0)

+ оР?)<£2(г-/?0).

\Ко /
Учитывая теперь, что

£(|г-р/)</Р = 2-£։(г-Л0), а

2 +^Р2-/г?>) с/р> Е(г + Р) с/р = £2 (г + ло),

придем к оценке (1.8).
291—26



256 T. A. ГЕРМОГЕНОВА

Теорема 7. Ряд Неймана для уравнения (1.6) при R = »

(1-11)

сходится на [Æo, оо) к функции, ограниченной величиной

4Fe^ — (1.12)

Функция В(г)=—\1 Л'| —— 
Г ^0 LP

является единственным ре

шением (1.6) из [Л?о, оо), если о)о<1. При ы0 = 1 любое другое ре­
шение из [7?0, от) отличается от этой функции, обращающейся 
в 0 при г—* оо, на постоянную при 7 = 1 или на'функцию, стремя­
щуюся к постоянной при г -*  со при 7 < 1.

При ю0<1, согласно оценкам (3.8), ряд Неймана (1.11) сходится, 
по крайней мере, как геометрическая прогрессия с показателем о>0. 
Для доказательства сходимости ряда (1.11) при ш0=1 воспользуемся 
методом, развитым в [7] при исследовании классической проблемы 
Милна и заключающемся в анализе сходимости ряда Неймана для не֊ 
которой функции, мажорирующей свободный член (1.6). В качестве 
этой мажорирующей функции может быть взята, например, Ег (г 4՜ 7?0)֊ 
Действительно, используя (3.8), легко получить неравенства

О < Ал [l]r < 1 - ± 2 Л’[£, (р + Æ0)]r 
v=0

при п = 2, 3, • • •

Отсюда следует, что ряд Неймана 2 Л’ [£2 (р 4֊ /?0)]г сходится 
■»—о

при всех г Ro и его сумма не больше 2. Но
F— < 2(/?о+1) Е։ (г 4֊ Ro) Fe*>,  

Г R0 
так как

£,(r+Æ,)> , 2^+1> >Х.
г + я.+ ։’ R„(/e։ + r + i) г

Поэтому ряд Неймана (1.11) также сходится и его сумма не пре-
4 (*0  “1՜ 1) ГР в I X Е X?1 Л ’ Г в՜^ 1вышает величины ------н----- - г^. Функция п(г) = — > Л ----

S L Р 
- 1 очевидно, убывает при г ֊*  оо не медленнее, чем —.
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Функции К (г, р)е'<г+₽> и Е(\гг2 — Rl + У р2— Я? ) е’(г+’> при 
любом /- < 1, как нетрудно показать, интегрируемы с квадратом в дву­
мерной области (Ro, о՜-) X (J?o, ос). Следовательно, характер решений, 
как однородного уравнения ։/ = А[у]г, так и неоднородного у = А{у]г 4- 
f(г) определяется свойством сингулярной части ядра — 21(1 г—р|) 

[8]. Это означает, что в классе функций, интегрируемых с весом е~г 
на (7?0> со), существует единственное (с точностью до постоянного мно­
жителя) решение однородной задачи. Оно возрастает как е’г (при 
։о0<1) или как г (при ш0 = 1) при г -» со. Здесь v — неотрицательный 
корень характеристического уравнения

<»о |п 1 +v _ j * = 0 при О)о = 1
2v 1 — v 0<v<l при ш0<1.

Асимптотика ограниченного решения неоднородного уравнения

у (г) = А[у]г4-/(г) (1.13)

— единственного решения из L, (Ro, со) определяется функцией 

yas О') = Се֊*'֊™  + О (е֊^֊^), (1.14)

где множитель С зависит от <ч0, Ro, Ч, но не зависит от г. Основыва­
ясь на этих результатах и учитывая, что у = const-г (В = const) яв­
ляется решением однородного уравнения у = A [у]г, при w0 = 1, 7 = 1, 
легко видеть, что справедлива и вторая часть теоремы 1.

Отметим, что при Ro-> со в случае, когда ш0 = 1, 7=1, наши 
оценки перестают быть справедливыми. Ограниченного решения пре­
дельной задачи — о распространении излучения от плоского источника 
в бесконечной чисто рассеивающей среде — не существует. Действи­
тельно, в этом случае плотность излучения должна быть решением, 
неоднородной задачи с предельным ядром

J(r)=֊-j {£(|r֊p|)+E(r + p)};(p)rfp+4e- 

О

Так как решением соответствующей однородной задачи является: 
постоянная, то, как легко видеть, для всякого конечного г справед­
ливо неравенство

У (г)>у[(со) >0, (1.15)

где у (оо) — предельное значение у (г)при г -» ос, согласно [8] мо­
жет быть найдено по формуле
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у(=°) =а + 9 (г)] е-'(1г + с1г } </? Е(г 4- р) у (р) [г + Ч (г)] >0, 
О о

где а^>0, 0<^9(г)<^1.

Уравнение для производной решения у' имеет вид
ОО

У՛ (г) =4՜ [ {£(1''~р|) — £’('֊ + р)}!/'(р)</р — Ае՜'- 

о

Следовательно, у' (г) 0, и при г -» со стремится к конечному
пределу [8]

ОО

у՛ (°°) — — А а ге~г(1г = - - А а < 0,

что противоречит (1.15).

Се՜’«՜֊«»)
(2-1)+ 0

2. Обратимся теперь к исследованию характера зависимости ре­
шения от г и параметров задачи R и 7?0- Согласно (1.14), при 
г — К0-СО г R = ОО*

г
Пользуясь формулами (1.3 — 1.5), найдем

Ф» (г, р) = —- + о(—при а»о = 1,
Г е- Г / е- \ (2-2)

Ф» (г, р) = —------------ Ь О —֊— ) при ШО< 1,
(1 — ру) г \ гг /

то есть асимптотика Ф» по г такая же как в задаче о точечном источ­
нике в бесконечной среде [9, 10].

Для того, чтобы исследовать зависимость решения Фр от г и R 
в задаче о сферической оболочке конечной толщины R — R,, при R 
достаточно большом, как в [11], введем функцию Фя(г, р).

Фя (г, р) = Ф-(г, р)֊ Фй(г, р),

фц есть, очевидно, решение краевой задачи 
— — +1 

дф 1 — и2 дФ — шп —Р'-^-Н--------------Т- + Ф(г, >а) = _7Г՜ Ф<г>
Ог г др 2 J

-1
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ф(Я0, р) = -[Ф(Я0— р), Р>0
ф (/г, р) = ф. (R, р), р<о. (2.3)

Используя (2.2), придем к следующим выражениям для Фи :

ф (г, р) = -2-4- о(— 
* R м?г,

при ш0 = 1,

фк О’» I1) Р)
лх

при <«0 1

где ? (г, р) ограничено сверху решением / (г) неоднородного уравнения

Функция / (г) ведет себя, по крайней мере как е՜’^—И) При R — г 
достаточно большом. Этот результат можно получить, пользуясь 
асимптотическими формулами типа (1.14) для /(г) при —г 4֊ R —► °о.

Таким образом, при достаточно больших R с точностью до вели- 
1

Фк(г, р) = Ф> (г, р) . С (R.) при о>0 = 1,

р) = ф< (г, р) + О е-*
(2-4)

при ш0<1.

R

В частности, обозначив через .4К(ЛО, р) функцию Фц(/?0, р), бу­
дем иметь

Ая (/?0, р) = А„ (7?0, р) —

Ая (R,» Р) “о< 1.
(2.5>

3. Рассмотрим теперь зависимость решения задачи (1.6) при 
R = со от параметра Яо.

При /?0^1 из оценки (1.12) следует, что В< Е2ПЗ*.
г/?0

Записывая (1.6) в виде

г В (г) = Ло [Р В (р)]г + Г П + А. [р В (р)]г + Л2 [р В (р)]г,
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тде

Ло [ Д = ֊ J {Е (| г - р |) ֊ Е (г + р)} f (р) rfp,

к:

Л1 (Л = — -у՜ j {Е( I г — р]) — E(r + р)}/(р) </р,

О

ею

-\[Л = ֊֊ ('{'1*0',  р)֊£(У?=Л2'+/р'^лТ)+. 
А» у

+ E(r + р)} / (р) Jp,

и учитывая, что А։>2[1]~/?01п7?0, получим, что с точностью до вели­
чин порядка 1п7?0 г В (г), а следовательно, Ф (г, р) совпадает с реше­
нием задачи о точечном источнике в бесконечной среде.

Отсюда
BW = ֊+o(^).

F & (ЗЛ)
A (Ro, р) = —------- -  + О (In Ro), а = .к — arc cos р.

л0 sin <>

В задачах с/?0»1 оценки (1.12) оказываются слишком грубыми. 
В тех случаях, когда w0 <С 1 > пользуясь (1.10) и учитывая, что

1 о р ________ 1
2-£3(а)-2-£։(а)< £(а + Гр2-ЯП^<-֊-ад, (3.2)

■^■0 0 J -*̂0
“о

будем иметь

{7 к (г, р) - 7 Е (г 4- р - 2 /?о) ֊ Е ( Гр2 - - RI 4- Гг2 ֊ /г?я ^р =

о

Так как ряд Неймана (1.11) при ш0<С1 сходится, как геометри­
ческая прогрессия с показателем и։0, то главная часть решения при 
Ео —» ос у0 (х) (х = г — Ео) может быть найдена из уравнения с предель­
ным ядром:
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ЛЛ>(*)  =-^~ У {^(|х —х'|) 4֊'г£(х + хЭ}у(х/)с?х/ + 

о

Ге-х ~
+ ֊---- , Г=Ее^.

Ео + х

/ р \
Очевидно, у0 (х) = О, 1 и, следовательно, при ю0<^1 и г^К0

\ °о /

Для того, чтобы оценить поведение решения при Яо -» со в слу­
чае ։о0 — 1, запишем Х!-6) в виде

Ро—г
у(г) = 4>[у] + Л[у] + —. Г

где при Т = 1
со •

4М = у Г{£(1г-р|) + £(г + р-2/?о)֊ 

/?о

- 2 Е (г - R. + ГР^ЯГ)} у (р) с1?

4Ы = у [{К{г, р)- £(/^яГ+ Гр2-ЯП ֊Е(г + р —2я0)4- 

/?о

+ 2 Е(г - я0 + (Р) ^Р,

а при 7 <С 1
вс

Д)Ы = ^- [{£(1г — р|) + 7Я(г+ р֊2Я0)}у(р)б/р
V 
“о

4Ы = у [{7*0-,  р)֊Я(ГЛ^яТ+/р^яГ)֊ 

/?о
— Г Е(г +р — 2 Яо) }у (р) С?р.

Согласно (1.10) и (3.2) будем иметь
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1 / «-(/■-/?»)'при 7 = 1: Д,[1] = 1--1֊Е։(г-/?0) + О(±—- 
Кд \ К» .

/ р——/?о) \£1[1]=О(֊------- \
\ /?г /’

при 7<1: |£о[1] = 1_1^1£։(г_/го)>,

(3.3).

МЦ = о(- Е3(г-Я0)

Так же как при доказательстве теоремы 1, получим

2 Ц | 4г Е» (р ~ ко) I <1 + при 
у=0 ь \/^о /

1 + О
1 \—) при 7<К 
Кд/

Отсюда следует, что, пренебрегая величинами порядка 1 Л?,, мы 
можем определить решение у (г) из приближенного уравнения

у(г) = Д>М + ^—, (3.4)Г

и при 7 < 1 у (г)---- |֊, при 7 = 1 у (г) < Ед.
Л-0

р Г
Таким образом, при 7<^1, ®0 = 1 , А ~ так

же, как в задачах с
В задачах с 7 = 1 производная у' (х) должна удовлетворять урав­

нению
оо .

у'(х)=т I{Е( 1 х - х՛1} Е{х+х')} ч' •(х/)|<£х/+F{x),

о
где

Г <х) = - [ -у- Е (*  + Ух'" + 2 к^,у> У ах' 
3 ах.
0

Ее֊х (2?0 4֊ х + 1) 
(Яо + х)2

Так как при х -» оо ц'(х) обращается в 0, а с другой стороны,, 
согласно [12]
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ОС

у' (оо) = з х Г (х) ах, 
о 

то должно выполняться равенство

Ег ( Гх'^+2/?0х' ) у (х՛) ах՛ = ГЕ {R.) = 4- + О (±-\ (3.5).
■^о X ^о/ 

о

Легко видеть, что

^К^е-Ч-оЛ^— 
■*̂0  X ^0

Так как таху /?0, то \у՛| <С 9 4՜ О где 9 — максимум ре-
\ Го /

шения уравнения 
ЛО

Я (х) = у Е( I X — х']) 9 (х') ах' 4- е~х, 

о
не превышающий, как известно [4], значения 9^ ~ 5. Подставляя в (3.5) 
вместо у (х) выражение

У М = у (0) 4՜ У՛ (?) х, /?0 < ; < со, (3.6)
получим

у(0)=^֊~------------ -------------+ о(±-՝) = ЗГ+ о(±Х (3.7).
^0 с г------------- X ^0 ՛ X /

Ег<ух2 + 2 адс/х 
о

Записывая (3.4) в виде
90

У (х) = 4֊ У { Е{ I х - X՛ I) - Е(х 4- х')}у (х') ах' 4-/(х), 

о
где

ООР --------------- Гр—X/(х)= {£(х4-х')-£(х4-/х'2+2/г0х')}у(х')^х'4-4£--,.
3 4-х
о

и для значения у (°о), пользуясь выражением [12]
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г/(оо) = 3 I х/(х)с/х,
О

получим
ОС

гх' ֊3

о
у (*') Е3(Ух'*  + 2/?0х' )</х' 4-

о
+ЗГ£2(/?0).

Мы воспользуемся тем обстоятельством, что в этом случае с точ­
1

/г?
ностью до величин функция г = 1, согласно (3.3) есть реше­

ние уравнения
г(г) = £0(х) + -1-£3(г-/г0). 

Л-о

Так как у (х') = 2 £’
■>=о

гания, как в [4], найдем
ОО

у (х') Е3 (х') </х' = ? [ ֊֊^— 2 /Ж (х)]с/х = г+ О (4֊\ 
3 Ко + X — \К0/о

;но

то меняя порядок интегриро-

«• «■

У у (х') Е3 (/х'3 + 2/е0х') ах' < Г у (х) Е2 (]/х3 + 2/?0х) с/х = ЕЕ (/?„), 

•О о
р----/ р-------------------------------\-

а£п(/?0) = ^—+0(-^—).
■*̂0  ՛ \ -*̂0  /

Таким образом,

у(оо) = зг+оМ-\ 
\ к0 /

^Оценивая с помощью (3.6) / (х), легко получить, что

/(х) =— Г—£,(х) — е~х 1 + О/'—\
Л 1.2 ] \/гз/



О ДИФФУЗИИ ИЗЛУЧЕНИЯ В СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ 265

Следовательно, у' (х) = О (----•), в частности, полагая х = 0
\^0/

в (3.4), получаем

У(0)=/(0)=֊^+О
*1/

Поскольку при х > 1 / (х) 0, следует ожидать, что при х —♦ оо 
у' (х) -*  0, оставаясь отрицательной и, таким образом, у (х) при изме­
нении х от 0 до оо сначала возрастает от значения у (0) = 37՛’, прохо­

дит через максимум и затем убывает от у(°о)=37г—своего мини­
мального значения. Следовательно, в этом случае

^(г)=— при г^ос,5(/?0) = -^-+О(<4֊\ 
г Ко \1<6/

Чтобы найти А (7?0, р), подставим (3.6) в (1.3) и выделяя главный 
член разложения по степеням 1/Я0, получим

А(К0, ?■) = ֊
1

Проведенный анализ показывает, что когда ш0 = 1, решение задачи 
о точечном источнике в сферической полости оказывается весьма близ­
ким к решению задачи о точечном источнике в бесконечном простран­
стве, по крайней мере, в двух предельных случаях -г- при очень малом 
радиусе Ко полости и при очень большом. В том случае, когда ш0<^1, 
наличие полости мало сказывается на результате лишь при 7?0<£1. 
Задача же с 1 существенно отличается от задачи с 7?0 = 0, как 
и следует ожидать.

Автор пользуется случаем высказать благодарность В. Г. Курту, 
по предложению которого была предпринята настоящая работа.

Математический институт АН СССР
им. В. А. Стеклова
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ON THE DIFFUSION OF RADIATION IN A SPHERICAL LAYER 
AROUND A POINT SOURCE

T. A. GERMOGENOVA

The solution of the equation of radiative transfer for a homoge­
neous absorbing and isotropically scattering spherical layer is investi­
gated, an isotropical point source being at the centre. An asymptotic of 
intensity of radiation at great distances from the inner surface of the 
layer is obtained. Two cases of this problem are considered: that with 
infinite optical thickness of the layer and the other with a finite one.

The connection between these cases is discussed. The dependence 
of the solution on inner radius of the layer is studied.

Specific attention is paid to the evaluation of the inner surface 
albedo.
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