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м. С. ГАБРИЕЛЯН

О СТАБИЛИЗАЦИИ МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ ПРИ 
ОДНОЙ ЦИКЛИЧЕСКОЙ КООРДИНАТЕ

В статье рассматривается задача об управляющих воздействиях, 
вбил пирующих движение гилономной механической системы, при 
(НОЙ Циклической координате, когда управляющее воздействие 
•алярная величина.

§ I. Рассмотрим голономную, механическую систему, движение 
второй описывается уравнениями

(есь </t ֊- обобщенные координаты. 7' кинетическая энергия. Qi — 
общенияя сила, соответствующая координате // внешнее ул- 

мя ющее во зд е йс т в и е.
Пусть система (1.1) обладает решением (ц — V при и & 0.
Предположим, что линейное приближение стационарное и имеет 

I
п

+bi" а L---, л). (1.2)
/-։ z-i

ле «к. bij, bi постоянные, причем определенно-положи-

li-няя форма, (և, = blt и. при п = 0.
ԺՈ ri

Qf —՜^՜։ Пусть координата

Циклическая |1|. т. е.

-^0. = о ПрИ // = о, (| .3)

ила система (1.2) примет вид

■№! л >i
У«РУу = Ь.и, у = V չԿէ// Л. btu (i = 2,- • •. я). (1.4)

/-1 /-2

Если в уравнениях (1.4) отлична от нуля лишб координата Ьк 
։ктора то будем говорить, что система (1.4) управляется по
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Задачи 1.1. Найти функцию

л л
» <Լ5>

f-l J..1

такую, чтобы движение </{ = 0 было асимптотически устойчивым н 
силу уравнений движения (1.4), (1.5) и чтобы при этом на движе
ниях 7,(0. и (է) системы минимизировался функционал

R

/=^“к(О. 7'(0- «(01^. (!-<»)
(|

где <»{(/. </'. и) определенно-положительная квадратичная форма.
Приведем систему (1.2) к нормальным координатам |2|

.Հ «= 4 хм (/= !,•••. //). (1.7)/

Уравнения, определяющие числа >.< И X; . При I ! .3) принимают НИ.։.

«։։՛'> • • • ая։д

Ь'>ц • • ‘(1Ոդէ. 1>пп

п
У (djV-i f>ik) *1! = Ч- 
/-՛-•

п
*t = (Л к = 1,- • п).

!-i

/ =0 удовлетворяет уравнению (1.8), и мы можем принять 
тогда ам(/е — 2, • ■•. л) определяются из уравнений

л
^Мд’О (/= м). (1.10)
/=2

Предположим, что ранг матрицы В \\Ьц\. г (В) и 1. г. е. имеется 
только одна циклическая координата. Это предположение необхо
димое, так как при ր(Շ}<Լո 1 уравнение (1.8) будет иметь 
н г (В) нулевых корней. Но такие системы мы нс рассматриваем 
|3], потому что они не могут быть вполне управляемыми ОДНИМ 
у и ра вля Ю1ци м воздействп ем.

Следовательно, из (1.9), (1.10) а*։ ֊ 0 (k 2.---, п) ju т О. так 
как в противном случае собственный вектор матрицы .1 был бы 
нулевым. 

»г
. Таким образом, при - 1. .էյ 2<Ն/7. нормальная коордн- 

/-։
нага их. ծ.
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Следовательно. задача 1.1 разрешима только тогда, когда ծյ^Օ 
I-

Для разрешимости задачи 1.1 необходимо и ‘достаточно выпол- 
'ине следующих условии

>.,՝=#(). Л/ =# А/ (ij = 2.-• •. г։, i փ /). (1.11)

|рИ г(/#) = « 1 числа 7-iii—2, . //) нс зависят от ծձ, следова-
ельно. условия (1.11) выполняются голые- тогда, когда 0 хотя

бы для одного k (k — 2. •••. п). ’Г. е. система (1.4) нс вполне управ
емя только по одной координате Для управляемости системы 
йбходимо, чтобы управляющее воздействие было приложено к
той и к какой-то другой координате системы (1.4) 11ри выпол
ни условий (1.11) |4| решение задач։։ 1.1 приводится к решению

темы алгебраических .-уравнений с определителем. отличным от
ля.
I Если уравнения (1.1) отличаются от (1.4) лишь членами нысше- 

:՛ порядка малости в окрестности </, — О. и О равномерно ио է и

(/', //] в (1.6) определенно положительная, аналитическая функ- 
Мя. то подобная задача (ля системы (1 I ) также разрешима |5 6| 

и условиях (1.11).
I Система 11.4) |3. 7| нс управляема также импульсным управ-

§ 2. Обсудим вопрос о наблюдении сп темы (1.4).
Задача 2.1. Найти 2п <2 матрицу Гр) такую, что

(2.1)

« л
:(>) = շ с\х\ -| V (֊tXx է՜ Հ v - 0). 

/-I i-l

тсь лД/). и (Г) являются решением системы (1.-1), (1.5).
Пусть г — 0, Հ #= 0 (/ = 1.- • д). что соответствует наблюдению

сгемы по некоторой обобщенной скорости. Так как для системы 
.4) '| = 0, то |3| система не наблюдаема ио одной скорости.

Пусть e't— (Լ с, О (/ = !,•••. /г), ч то соответствует наблюдению 
некоторой обобщенной координате. При выполнении условий (1.11) 

тема (1.4). (1.5) наблюдаема по пели -о н< *. = </ если только
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Т О Ղ АО и хотя бы одно нз чисел d։, / 0 (/<5=2, •••. ռ). Оче
видно, что система (1.4), (1.5) не наблюдаема, если наблюдение ве
дется по одной координате. При выполнении указанных условий 
определение матрицы V'(•*) приводится к решению алгебраических 
уравнений [8J с определителем, отличным от нуля. Таким образом, 
верно следующее утверждение.

Т е о р с м а 2.1. Линейная система (1 .-I). (1.5) при наличии 
одной циклической координаты не наблюдаема по любой обобщен

ной скорости. Она при (1.11) наблюдаема по величине ^dt</ . 

если / 0 и ժ* Հ О хотя бы. для одного r (k — 2, • ••. к)
§ 3. Обсудим вопрос о стабилизации системы (1.1). когда управ

ляющее воздействие и явно не входит в первое уравнение. Тогда 
система (1.1) не вполне управляема и нс стабилизируема так как она 
при этом юпускяет хотя бы один первый независим ый от и интеграл 
вида

Пусть линейное приближение данной системы имеет вид

ч л/։
\^օՀ = 0. = (f=2. ••-.//) (3.2)
/-1 /-1 i-i

Напишем уравнения движения в-канонических координатах |9]

‘^'֊о. -p-i = у ЬцЧ։ - bl и (/ = 2..... и). 
dt dt “

։' (3.3)
dii. ՞
dt “S V = ’••••• ">• 

/-։

где матрица С <с՝г/1| =-= Л ՜ 1 ,а^|| ՜’.

Допустим, что система (3.3) при и О допускает решение

Ai—*?-const. (i = 2.-• a).

(/= !.•••. н).

Поставим уравнения возмущенного движения при возмущении
-л (Լ (/)=?, (О ֊ у, (/ = 1,-п) (Pi не

возм ушается)

dx '•
3՛ ‘= Г Ь>и (1' = 2''"' 
dt ...

11 (3.4)
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юложим. что система

dx л
-Հ =2 М + ь< “■

Հհ
dt

39

(3.51

а ֊- շ,

ри управляема управляющим воздействием и Если при этом 
1НЗИровать J (1.4), зависящий только от хр yt (z = 2.--«. п), 

при стабилизации движения х2 = • ■ • = х,. = у, = • • • = уе ~ О w он- 

.елится единственным образом |4|. v: определяется из ‘ — - 
di

£? 4'1?л/։ где х (/) известные функции.

рк как система (3.5) вполне управляема и линейная, то при 
Цйзации 110] имеет место экспоненциальная устойчивость, еле- 
гельио, у^/) при г • будет стремиться к конечному пределу. 
Если вполне управляемая система нелинейная, то при упеличе- 

й/у։(/) может неограниченно зозрастать,
| §-I Пример. Рассмотрим материальную точку массы 1. прнтя- 
к*м\.ч։ неподвижным центром 0 пропорционально //-ой степени 
стояния

Г- - yr". ц>0. (4.1)

Пусть на точку, кроме силы Г. действует управляющее, воздей- 
!•֊• и. находящееся в плоскости движения точки. (Известно, что 
/ктория точки плоская кривая).
Уравнения движения в полярных координатах г. з будут

г” — гъ'~ =- ‘xr-- ՝|- a// — (ր5®') 3zz. (4.2)
dt

яускаюшие при и 0 частное решение

1
г^г0. г' =0. Հ = է’ւրշ֊։, (4.3)

ыясним. можно ли подобрать управляющее воздействие и гак. 
бы .чнижени։ (4.3) стало асимптотически устойчивым. Для этого 
шшем линейное приближение уравнений во смущенного движения 
I возмущении движения (4.3)

А* ։ .Հշ. ,\շ
2ш .
—х,- ծՀս.

х՝, = л\. х‘ = ЙшГдХ, 4(1 и) <ч։х։ 4 М. (4.4)



4(1 '■•՛! <՜ 1 .։6рнелян

Здесь
8 ()П = х (։Г 
го

Система (4.4) вполне управляема. если

ձ <-» b\ (п 1) «Л {4гр/>։ - (// — 3) ծշ| =/=0. <4.5

Полярный угол при и 0 циклический, следовательно, ио второ, 
уравнение системы (4.4) явно не входит, г. е. >.։ - О [3J. почтим; 
при /?д = 0 система (4.1) не вполне управляема.

Пусть 1^—0. Напишем (4.2) в канонических координатах

dt

(iPi _ Pt >յԱ„, ի^Ա (4.6)-
dt г3

dz pt
dt r

, (tz dr где л = г- Д.,։ = -

Система (4.6) при и = 0 допускает решение

Pi = Г ։ir՞՜՜3’ Ря = О- ? = 1 ;ւր’~Ա. г - г0. (4.7)

Составим линейное приближение уравнений возмещенного движения 
при возмущении

Рг = -Դ ? = V lirJ՜ 1 է 4֊ хг. г = г0 р л-3. 

(циклический импульс р։ =-| ։ не возмещается)

ал' = (л 4- 3) u>3Xj -4- ծ, и. 
di

dx.. '2v>
d! Г.

(4.8).

dt

Система (4.8) вполне управляема при ձ /^/-0.
Դ

Это объясняется тем. что имеется гироскопическая сила |Н|.
Из (4.5) следует, что при ծ, = 0. ոփ\ система (4.4) 

вполне управляема, а при Ь. = <> всегда не вполне управляема. Это
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значит. что если управляющее воздействие и действует во радиаль
ном} направлению, то движение (-1.7) можно стаоили.чнронат։ если 
всегда р։ /jirg 3.

Если же управляющее воздействие действует по направлению z. 
го при известных условиях можно стабилизирован шиженне (4.31 
системы (4.2). когда рг тоже возмущается
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ԿԱՅՈՒՆԱՑՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

II. մ փ и փ и ւ il"

եերկա աշիւաաա [Jլան մեջ դիէոարկւիւ/մ Լ ‘/{'կք/'^ մ եկ կո/> րդինտ и/ անե - 
4"4 '•հլոնոմ մեխանիկական սիստեմ; 7՚'հն ա րկվո/./f են սի//ւ/ւ հմի շար՛/ ման 
կա րււնտքյմ ա՛հ ե //իաելի/// fJ քան հարլյերր. ե ր ր կա / ու՚հ in ւյն ո 4 ե դիւով//4 մեծու- 
[Jլսէ.ններր սկա լար են:

11րպեէ» ւրււ/յա/լ րական օրինակ դիտարկվում է կեն տ րոն ական արրլե ւր/ւ • 
ի/քան ենթ արկվոդ ն (/// իք ական կետի շարժման կարսնա/քման խն/լիրր:
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