
ՀԱՅԿԱԿԱՆ 11ԱՈ- ԴԻՏՈԻԹՏՈԻՆՆԵՐԻ ակադեմիայի տեղեկագիր 
и < В I С г ИЯ ЛК А Л I м ИИ НА У К А Р М Я Н С К О П С. С ? 

ւիզքւկւօ-մաթԼմաս! <}Jnnmpjn,fitLr Will, № 6. 1965 ФНЗНКО МаТСМаТНЧеСКНС ЯЯуКИ

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Б < РАДОВСКИЙ

О НАПРЯЖЕНИЯХ В ЗЕРНИСТОЙ СРЕДЕ ПРИ НАГРУЗКЕ. 
РАВНОМЕРНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ НО ПЛОЩАДИ КРУГА

В работах II. И. Кандаурова՜. Р. А. Муллера и других исследо
вателей [1 5| успешно разпинается статистическая теория напряжен
ного и деформати иного состояния зернистых сред, представляющих 
агрегат из бесконечного количества соприкасающихся твердых ча
стиц произвольных размеров и фирмы. Г. статье |1| опубликован ряд 
решений для различных случаен <ai руления массива.

В настоящей работе исследуется распределение напряжений и
полупространстве, состоящем из зернистого материал и. при нагрузке.
равномерно распределенной по площади 
круга на поверхности (фиг. I).

Поставленная задача представляет 
практический интерес при расчете ос
нований сооружений с круглой подош
вой.

§ I Вертикальные нормальные на
пряжения и произвольной точке /И(г.г) 
полупространства могут быть опреде
лены путем интегрирования по площади 
круга решения И. II. Кандаурова |1| 
1ля сосредоточенной силы

2- «■՛
W2 Ր Р յ յ

ъ(г. г) <= I t’ 
՜~ձ J 

о V
(Е1)

։ де г: z координаты рассматриваемой точки.
R радиус круга, ио площади которого ранномерно распре- 

телена нагрузка интенсивности р.
Զ коэффициент распределительной способности среды.

Для точек, расположенных под центром штампа (г = 0), интег
рал (1.1) значительно упрощается и может быть вычислен в элемен
тарном виде 111
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йко. вследствие
Й ТОЧКИ .массива

Шй.

трудностей интегрирования (1.1). для произволь- 
отсутствует выражение для определения папря-

|Р. А. Муллер, исходя из математической аналогии между про- 
ом распределения вертикальных нормальных напряжений в <ер- 
Ой среде и процессом блуждания броуновской частицы |3|, по- 
.։. что распределение вертикальных нормальных напряжений опи- 
[ется дифференциальным уравнением параболического гипа. Это 
ihvhhc 1.чя осесимметричной задачи в цилиндрических коорди-

1х имеет вид |5|

<h‘
дг ' дг г дг

(1.3)

; коэффициент бокового 
ш испытаниях, материала 

(нтельной способности

давления, определяемый при лабора
v. связанный с коэс^фицнентом расире-

Чтобы иолу чти выражение Ն(ր. z) для произвольной точки 
массива, проинтегрируем уравнение (1.3). Для приведения к канони
ческому виду дифференциальных уравнений параболического типа

заменим переменись ш формуле .7 - • Гог ia получих՛

7Г " փди \ аг
1 (Խհ 
г дг

(1.5)

Уравнение (1.5) подлежи։ решению при следующих 
делаемых внешнем нагрузкой

. при О г- н.
Л' է լ էi10 при րլ>/ձ

а также при условии 
"• .1 »<։

Роль краевого играет также условие
Ժճ •т, • (I И ֊ - «о при Г — 00 
аг

хсловкях опре

(1.6)

(1.7)

I1.S)

1..1Я р. HientO: уравнения 
ласа

(1.5) применяем нрсобразое;-!՛;.՛ . Խւ

Ւ'(ր-. S) ^г(г. .7)^ ՝ddu 

(I
11реобразовзнное уравнение (1.5) имеет вил
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֊0(Դ Տ) + յ_ ժք(ր, տ) ձ F (ր տ) ք(ր) 

dr г dr 5 Տ

и представляет модифицированное уравнение Вессели. Его общее 
решение

первого и второго рода нулевого порядка от чисто мнимого аргу
мента,

Л и ZJ — постоянные.
Определяя постоянные из условия (1.6) и преобразованных 

условий (1.7) и (1.8) с учетом некоторых соотношений, известных 
из теории бесселевых функций |G|. получим лапласово изображение 
искомой функции с. (г. z): 
при 0 Հ г < R

УтЧ/т'И/Н
при г^> R

(1.10)

--г). (1.11)

ГЛС^։( |/՜^^ 11 ^(|/ ^^ — соответственно функция Бесселя 

первого и второго рода первого порядка от чисто мнимого аргу
мента.

Оригинал полученного изображения отсутствует в каталогах; 
поэтому для обратного преобразования используем общую формулу 
обращения Медлина

е"‘Г (г. s) ds.

Имеем

’лг-а}-^ ֊р- -v тЧ/f
у ~£<i.

(1.12)
В соответствии с правилами операционного исчисления |7, <8] заме
няем путь интегрирования в комплексной плоскости вдоль прямой, 
параллельной мнимой оси, замкнутым контуром, имеющим разрез 
вдоль всей отрицательной части вещественной оси; тогда получим



О напряжениях в зернистой среде 31

ли

=.(Г, И)=֊

о

ճ՜₽“֊֊ dp

зг (г, и) ■» pR y(i(rx}Jl(Rx)e’l‘tA,dx. 

о
0.13)

[с J6(rx) и Հ (Rx) — функции Бесселя первого рода соответственно 
левого и первого порядка.

При г = 0 имеем

О.(0, и) — pR ^(Rxje'^'dx.

о
Тик как нёпрсредстгсино выстелить последний интеграл затрудни- 
?льно, дифференцируя, получим

оЧ- (0, и) 
du

j Հ (Rx) е~г,ил' x2dx. 

v
(1.14)

)апая часть (1.14) содержит первый экспоненциальный интеграл 
бера, । ьргячк u.iu с я через ссслкчст։ \ и щу ю si.cnc нсканальную 
.'Ш.нгю |6|. Подставив эту функцию в (1.14), получим после инте- 
НрОвания

с.

А”
՜հ-մ- е (1.15)

Возвращаясь в выражениях (1.13) и (1.15) к переменной z по 

)р.мулс и — > получим искомую формулу для определения вер-
2

(ильных нормальных напряжений в прсизкльной точке массива

о J(i(rx)Jl(Rx) г ՜ dx. (1.16)

О
для точек, принадлежащих оси симметрии.

_ А“
/ ՜ 20-’՜ \

с. (О, z) = Р ( 1 - е )•

ослёдняя формула совпадает с выражением (1.2). 
;И. И. 1индауро1ьм, если учесть (1.4).

полученным

По формуле (1.16) построены изолинии вертикальных нормаль- 
‘ 1 

йнх напряжений (фиг. 2). При вычислениях принималось 1 — г—•
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Можно „оказать что выражение для вертикальных нормальных 
напряжений, предложенное К. С. Теренецким |9| и имеющее хоро
шую сходимость с экспериментальными данными различных иссле
дователей при շ 1Հ |Ю]. достаточно высокой точностью аппрок
симирует решение (1.16) при гом же условии. Это обстоятельство 
указывает что решение (1.16) хорошо согласуется с эксперимен
тальными данными.

§ 2. Используя полученное выражение (1.16), можно найти фор
мулы для ос ильных ю.мнонентот напряжений in гем дифференци
рования и элементарных операций

Так. согласно |5|. для касательного напряжения имеем

:: ծՆ- 

dr

Дифференцируя (1.16) и подставляя результат в ւ2.1). получим

причем ия точек, лежащих на осн давления. ~г£ (Ս. г) — I). Но фор
муле (2.2) построены изолинии касательных напряжений (фиг. 3).

Фиг 2. Iiiiipii ранных напряжений у. Фиг. 3» Линии ранных напряжении

Приводим выражения для определения остальных компонентов 
напряжений, пол՛■ ценные аналогично (2.2). Для произвольной точки 
массива

Для гочек. лежащих под центром штампа
(2.4)
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А-
։,(0. ։) = ։,<0. г)-=Ь.-((>, г) !'֊֊' е ■ (2.5)

2г

Следует отметить, что выражение (2.4) позволяет вычислить 
личину зо при нагрузке, распределенной по площади круга, в то 
>емя, как непосредственное интегрирование пи площади круга ре- 
ения И. И. Кандаурова для сосредоточенной силы не приводит к 
■комом v результату, поскольку при действий сосредоточенной силы 

» = 0.
Осуществление расчетов по формуле <1 16). я отличие от (1.1). 

с требует большого вычислительного труда, т. к. в выражении 
1.16) подинтегральная функция быстро затухает. Таким образом, 

можно вычислить при помощи однократного численного ннтегри- 
ования. а печальны*-1 компоненты напряженного состояния могут 
ыть рассчитан 1.ч по формулам (2.2 2.5) без вычисления квадратур.
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