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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ
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Л. А. МОВСИСЯН

ОКОЛЕВАНИИ И УСТОЙЧИВОСТИ БАЛОК ПЕРЕМЕННОЙ 
ДЛИНЫ

Вопросу колебания упругой струны (шахтный подъемный канат) 
:сящены работы |1 — 4] и др., где исследуется движение струны 
«различных законах изменения ее длины. В нашей работе [5| 
сматривались колебания балки с периодически изменяющейся 
июй отличным от |1—1] методом.

В настоящей работе даются решения задач колебания балки. 
’Д8 первоначальная длина балки с постоянной скоростью укорачи- 
։тся, и устойчивости балки, когда длина се периодически изме-

§ 1. Колебания балки с линейно укорачивающейся длиной

j Пусть имеется балка с первоначальной длиной / и с постоянной 
сгкостью на изгиб, которая приводится в движение вследствие на- 
ииого отклонения и начальной скорости, сообщаемых си в՜ мо-' 
ffrt=O. Принимается, что одна из опор балки неподвижна (л՜-/), 
вторая с постоянной скоростью 4 движется в сторону первой, не 
|М»ая при этом сжимающих напряжений.
■ Исследуется поведение части балки, находящейся между оно- 
Ия, в предположении, что скорость движения опоры мала по сран- 
Йхю со скоростью распространения продольных упругих, цолн на* 
нений. п и •, ? ,г.-
! Нетрудно видеть, что уравнение движения элемента балки, а
Ш начальные условия будут обычными

(1.1)

0)=/(х), —?(х), 
(>!

tu=|/ ——скоростьраспространения продольных волн, 

г= | / ■- радиус инерции поперечного сечения балки.
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Краевые условия будут*

d2w л . >
w =--------- 0 при х ֊ с( и л՜ I

дх*

i $ не J ա։ б ез р а з м е р 111 ,t e к по рд и н ат ы 

х а t
■ z И •֊

уравнение движения (1.11 мы приводим к виду

. ԺԿծ (fi-wА։ ---- ---- — О.
ду* д~*

где * — -Г------ величина, обратная гибкости балки

Переход к новому переменном у

е
где и . приводи । к уравнению шижсния 

а
;л-,,Հ- ֊2rz(?' ֊ Пл л
Ժհ- dz(n

т |Лг’ ((.: 1 )•■= ծՀ + 2iAr (jit — I<- 0.
dz- dz

Красные и начальные условия при этом будут

А /Чк* — - ------- = (} ||ри Z — О и .՝ = I.
dz2

Л. Z/ v ,a>(z, 0)-/(z) и — o(z) — uz 
д' а

(1.2)

(1,3) 

iHi

ll.fi)

(1JI

(1«1

По предположению, коэффициент и [из (1.5) меньше единицы. ։|<и 
этому решение (1.6) с условиями (1.71 и (1.8) представляется в ним 
ряда по степеням и.

ос

к-0

(1Я

Подставляя (1.9) в (1.6) -(1.8) и приравнивая кбэффйии’
при одинаковых степенях թ. будем иметь

' Для конкретноеги рассматривается случаи шарнирно тертой балки. Օււ>՚թ 
двигается, прогиб при атом остается равным нулю, однако па этой опоре ноаннкл։? 
изгибающий момент влияние части балки, пяходнщейся между л Онх -слВшЛ 
кием новой функции можно из х ct получить однородны։ условия (1.2), прй ։։wi 
уравнение движения будет иметь правую часы,. Найти час։ юе ]>е:пение tjkoit՛ ураЯ 
нения нетрудно, поэтому тля краткости приняты однородные услопия (1.2).
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Л> d4ga _ dX 
dz*

. Ժ4»’. , Ժ’է£<.л- J--------- ■
дг* дх*

շշ օ^Ե 
d-: dzdt

_ |_ d'“Wk 1 _ (• » &Wk-i I
<֊'.՝* <М дх* дх2

(МО)

JU _ -4 2z f^'k I 6շՀ
дх* ժ-2 дгдх дгдх

,.jt, dX , . շ?ժ dX . _, dX-շ d‘w,^
<>z(K dzdx dz2 L֊:

շշ^ճ^^֊ճ շ, ժճ’ձ2_ . 4>> dw*~* շրէ» ■ 
dz* oz dz dz

O2Wk
к** = —— = О при г 0 и c=l, (Ml)

02*

а,0(г. (|)-/(г) и _ L?(Z).
д’ а

Ա.„ (г. 0) = 0 и о) - г
ժ՚ր dz

(1 12)

рн этом, как и следовало ожидать, нулевое приближение соответ- 
иует колебанию свободно опертой балки с первоначальной длиной 
и с начальными условиями (М). Оно будет иметь вид

тес Ьп .
tin COS ч»«’. ------$1П ս*ոՀ Sin rlT.z, (М3)

«л = 2 j Հ (г) sin ur.zdz. 

о
, (l.M)

2Z ГI © (z) sin n-zdz. 
ci J

0
Подстановка (М3) и правую часть второго уравнения (МО)

Л’ ~ ~-4----- г?_=՜ 4т V w„ (ծ?1 sin <0^ t аяц»ясо8«Лт) sin лкг —
dz1 дх- л—է

ос
- 2z У^п~{Ьп cos ш,т-а,шв sin <лят) cos ո^շ. (M5)

л— 1
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Решение (1.15) ищем в виде

ОО
(•) Sin т֊2, 

га-1
(1.16)

которое заранее удовлетворяет краевым условиям. При этом для 
неизвестных /«(՜) получается

А (•) •+ (՜> = - ia^v) cos «„т - (-

(— 111” inmn
4-lsina’«: I 4 У. •֊՝— . - (Йясо8<ия< • an<»n sin »>ят) (1.17)

•/ п, որ ոՂՈ - I 
(էս* Л)

Решение (1.17) будет

Գ (՜) = cos + ^շ« s,n w«՜ ат*^՜ sin »«»CTt 4֊

ծ,,. / 1 \ / I \
• ^mT3cosu>wr 4֊ ' / ------- J ) - sin սյ^- Ч- am I — l)։cos<’>«- •

шт \ 2ni~ ./ \ 2m- /

Հ֊ 4 v------1—P—m“ (/?„ cos — али>п sin <v„-j. (1.18)
Д (/«* ֊֊/ԺԱՎ-ur) 

<m + л)

Постоянные интегрирования С1я| и 
пользованных начальных условий, 
уравнениям

Сет определяются 
которые приводят

из еще неис
следу ютим

С 2т
з> .«4-я

4 у ( 0 "|,էձ"
ՈՀ (ռք- --„։)pn֊,.,»)
(Я* ՀՈ)

= 0. (1.19)

к

1 ՀԼ _ ։ \_4 V (֊^'ՈոցոՀ 
т\2т^ ) л“ (^2 "Н

(Ո1 т)

.00..
ат 1 (—1) тпап

4 2 ՀՈ քոՂ-րւ՝
(Ո *«յ

АшНоГичным образом строятся второе приближение и т. д.
Для очень малых К первые два найденных члена достаточно

точно будут описывать процесс колебания.
В заключение следует отметить, что подобным же образом

можно было рассмотреть случай, когда 
друг от друга с постоянной скоростью.

опоры балки отодви гяются

I Ո
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§ 2. Динамическая устойчивость балки с периодически 
изменяющейся длиной

десь предполагается, что п продольном направлении балки 
вует постоянная по длине балки сила Ր, одно и i опор испод- 
а, й вторая совершает гармонические колебания в продольном 
iiWGiniu. т. е. имеются следующие краевые условия

tV -О “Р” X = .4sln։f И
Ժ.Հ3

(2.1)

Л амплитуда» а а частота колебаний продольно движущейся 
м. 11;н и,., I. ,. гея, что .-1 но много раз меньше, чем щрнонл- 

illflH длина балки /.
Уравнение движения и начальные условия при этом в перемен- 
У - (|;3) будут

№+Л ժն.+=0.

t/y* E dy3 ձՀ1

®(У. 0) =/(У). —= — ?(y). 
Ot a

(2.2)

(2.3)

P j e« — ( F

11 й чей является определение значений Р и а. при Ko
tt балка теряет устойчивость, т. е. возникнут бесконечные

[бы.
Введя вместо у новое переменное z

у-’
ц sin

(2.4)

а/ 
а

(2.5)

1зусм уравнения (2.1)- (2.3) к виду

Ժ3Ջ' п
X' ~ . «О при г = 0 и 

д՝՝
(2.6)

ftfic* -

ii՝ ' ւ:
(psinpx 1)’^ ( (pstn !)•„“. 2p₽r cos pt (թ sin рт

OZ3 ժէ’

I)3
ծ՝ и!.՝

cos’^т(ц sin թէ — |)’
ozd-

փ ucos’^i) (usin^ I)’

dz*

dw 
d:

I - յփԴ (u Sln?x t

(2.7)

A
I

з

= 0

Թ [1 рдбснс |5| исследуется (2 2) 6с.։ btojmmo maciu
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«Ц2. 0) /(г).
dw(zy 0) / . , . dw(z, 0)------ --------——փ (г I !i<5z ---------

Ժ- a bz
(2.8)

Но предположению параметр $i из (2.5) меньше единицы, и՛ 
тому решение уравнения (2.7) с условиями (2.6) и (2.8) представ 
ляетСя в виде ряда по степеням малого параметра а

ОО

w = V |*Х (г. т). 
к -а

(2.9)

Подставляя (2.9) в (2.7) и приравнивая коэффициенты при оди
наковых степенях р. получим

,։ ЗХ О_ dX _(|

Ժր։ /: Ժշ= Ժէ2

. ЭХ 0 , dX 2c , dX
----------- - 4-------- - = — Sin Зт

ժշ« Е dz2 д-г Е Ժ-.3

I 4 sin
йгсозЗ ’̂ ^sln^

օՀ-՝
(2.10)

Краевые условия для системы (2.10) ничем не отличаются по вид\ 
от (1.11). Остаются без изменения и начальные условия нулевом 
приближения. Единственное изменение претерпевает последнее усло
вие (1.12). вместо z в право) части как множитель и ՝. ւ ж но стоять ն.

Система (2.10) решается последователь по. как ւ § I.
Для нулевого приближения имеется следующее решение

ОО

л I
ап cos ‘"л՜

Հ .
Տ1Ո 4>ո՜ 

"•ւ
Shi nr.z. (2.П)

ւ де ол и br. выражаются формулами Рида (1.14). а

= к’л*к*'----— яМ. (2.12)
“ Е 1

Подставляя (2.11) в правую часть второго уравнения (2.10).
будем искать его решение в виде

ео
и-'t == 2 /,„(”) sin/«-£. (2.13)

т— 1

Для определения неизвестных fm (т) приходим к следующему уран- 
пению

Гт (Հ) + Վ/rn <х) ՜ (тг Я/С"2 1 4ш« + у՜) Лда տ|ո cos Ш/п •

2а В2 \
— — 4- 4«)т 4---------- ) bm sin St sin «>тт + ^bm cos ?т cos <итт —
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со > .Л»+л
— Зл*п">л cos &Հ Sin ս^-֊ 23 X’ —— -----—

Ո~1 «'
I» Ւ /п I

| 'М,. Sil! Հ՜ COS <ւ>ո՜ ’

bf-ճ r I
sin sin b շ^ս», cos sin w„- 2ծո cos cos w„-. - (2.14)

<“л I

'ешенис уравнения (2.14) будет

fm cus '*»«' 4 C'2m sin Mm cos (3 шда) -

-t* Рп» sin (•* f- Wm) ՜ Ain cos (p ‘"w) “* ։ Q« sin (p U>n) ” +

/ У ------7------m;'1 I Ma cos (r - ’M • -Г /< sin (6 • wn) '■ r
„ri n-

m

i- jVflCOs(p՜ -%)t 4֊ sin (£ <՚կ)’|. (2.1-5)

где

bm ( I - "֊ nMi>„ ) 
f: _ X '

2ew« Ժ -I- 2<0«)

Y _ X£/ ։ 
2/ll'<ri (? 2<om)

I, _ bn I ;i 4֊ 2ч>„) 
— - -—հ----------------------

»Я|«<т (? 4՜ «Ьт)*]

д, _ bn (Ji  2и>д) 

«Ч |<«»m (р- WflFI

= 4ս>Լ -- -}-

— т֊^ 
Ճ

2р(В 2шот)
т

<։ո{՚հ

У>Л (? 4 “»л)։
(246)

_ пл (г 2։“л) 
\2"’ж — (н ՜ “»л)

Ջ2’ Ч. + շ ?■»՛

рянные интегрнровання Cim и С2т находятся из начальных ус-

tp։(z. 0)֊0 и =- —Зг -1£լյ"—()) . (2.17
дх dz

оторые дают

<Ч гл I п
Cim + нВ у и------ №| о,

4 л։ "I1 
(лг>1) 

ее .»+«
•ЛС։„ +(? + ...m)P„ I (fl У |(Н »»)₽.+

ո՝ т2 л-1
(Л>4-Л)
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.-(₽ = -1-2? 2 1 —^֊ճ„. (2.18)
2 пр — ггՈ — I

(ОТ
Довольствуясь первыми двумя членами ряда (2.9), можно су - 

дить об устойчивости рассматриваемой балки. Заметим, во-первых, 
что при нулевом приближении, кэк видно из (2.11) и (2.12), влияние 
продольно движущейся опоры не входит в выражение прогиба и 
балка теряет устойчивость при силе, равной эйлеровой критической.

Как видно из (2.13). (2.15) и (2 16), при определенных значе- 
ч’ениях ։»/п и «>„ прогибы балки неогранипенно возрастают. Рас
сматриваемая задача по характеру похожа па задачу о параметри
ческих колебаниях балки [6| и, по-видимому, здесь также должны 
существовать сплошные зоны Собственн ах значений, при которых 
балка теряет устой ч и вость. При полученном при ин келпи возмож
ные значения £ и ш. при которых балка теряет устойчивость, сле
дующие

։’>л» ± “>л (да, л = 1. 2,- • •). (2-19)

Условие (2.19) в раскрытом виде будет

। Հէ _ ± М2 ւ/լ _ . (շ.Of))
Р Ւ уР ( ElmW [ Е1лЪР

Из (2.20), в частности, при т = п = 1 для положительного знака 
скобки получается такая зависимость между я и Р, которая соответ
ствует главному параметрическому резонансу.

Институт мз гем.пики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 23 III 1965

Լ. Ա. ՄՈ՛ԼՍbUՅԱՆ

ՓՈՓՈԽՎՈՂ ԵՐԿԱՐՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐՈՎ ՀԵԾԱՆՆԵՐԻ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐԻ ԵՎ 
ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

II. մ փ ո փ ո ։ մ

Հոդվածում դիտարկված են երկու խնդիր՝ այ հեծանի տատանումները, 
երը նրա երկարությունը կարճանում է ժամանակի դծային օրենքով, և ր) հե
ծանի կայանա թյունր, երր նրա մ ի հենարանը կա ա արում է հարմոնիկ տա
տանումներ երկայնական ուղղությամբ! Առաջին դեպքում ենթադրվում Լ, որ 
շարժվող եզրի աըաղու թյունր փոքր Լ աոաձդական ‘"(իրի տարածման արա- 
դաթյանից, իսկ երկրորդ դեւդրում որ եդրի տատանման ամպլիւոուդր փոքր 
Լ հեծանի նախնական երկարությունից! Երկու դեո/քում 1,լ խնդիրների լուծումը 
ներկայացված կ շարքերի տեսքով րստ փոքր պարամետրերի աոոէիճանների։ 
Uտարված / հեծանի 1/տ ւանությունր կորցնելու (2. 20) պայմանը։
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