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МАТЕМАТИКА

I И. В. КОВАЛИП1ИНА, В. II. ПОТАПОВ

МУЛЬТ!1П/111KATIIBI1АЯ СТРУКТУРА АНАЛИТИЧЕСКИХ 
CTBEHI1ЫХ ./֊РАСТЯГИВАЮЩИХ МАТРИЦ-ФУНКЦИЙ

Г. В статье изучается аналитическая матрица-функция W (а). 
юряклцая следующим двум условиям:

I. Г (л)./ IV* (а) - ./ > (.) (Re X > 0).

2. U (7 ) - IV-(/ ).

ь вещественная, ./-растягивающая и правой полуплоскости мат- 
функция.
Очевидно, что вещественная матрица-функция IV (X), имеющая
i кратности k в мнимой точке >0, имеет полюс той же кратности 

««пряженной точке /0. причем коэффициенты в разложениях в 
Mi Лорана в окрестности этих точек комплексно сопряженные.

Простсиш .то вещественную, /-растягивающую в правой полу- 
жвети. /-унитарную н мнимой оси матрицу-функцию Z (X), име- 
ю полюсы первого порядка в точках Хо и а0 и нормированную 
MUU -2(ос) /. будем называть элементарным вещественным
[йтелем и записывать так:

Z (л) = / + + -֊’«Ջ֊ (о, = Re Хо).
A-Ao AQ

сигарные множители будем рассматривать для точек л0 и х0, 
тих в правой полуплоскости. Гели точки Хо, Xo(ReXo>O) являются 
сами Z-1(a), то рассуждения доказательства проводятся аиало- 
р.
|-2(л; можно разложить па произведение двух элементарных мно-

Н'.н с полюсами в точках а0 и Хо:
I = + =

P]^PV PxJX)y P^Pt. PJ>0

Разложение Z (а) на произведение элементарных множителей 

го осуществлять в любом порядке, и так как Z (X) — Z (X). то
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» I'.

Однако, и. силу некоммутятивностн умножения, Р։. вообще го
воря. нс равно Р։

2 . Рассмотрим разложение матрицы-функции IV (д) в ряд Лора
на в окрестности точки Хо:

. । uz(k)«֊_г...
(А Аф)

Выберем любое решение х уравнения с*Jex — г* и составим мат
рицу Рх — exj

11етрудно проверить, что ZJ։ не зависит от выбора д- и является 
У—неотрицательной проективной матрицей, то есть Р[ = /Հ, PXJ >0.

(շ3 р
1 +-J-777— (отщеп

ляется от IF (а). матрица-функция IV\(a) ծ՜։(/) Uy(^-) обладает 
следующими свойствами: IV\ (а)֊ •/-растягивающая в правой полупло
скости и порядок по носа в точке а0 у 1Гх(л) понижается на единицу. 

От матрицы-функции lFt(X) отщепляем аналогичным способом 

элементарный множитель = -|- ■
X а — л0 /

Можно доказать, что произведение

является элементарным вещественным множителем, и ձ՜1 (/•)/' 1 (<) •
IF (>■) IF,(а) остается вещественной матрицей-функцией.

Этот процесс отщепления приводит к основной
Теореме I вещественная, рациональная, J-растягивающая 

ժ правой полуплоскости, J-унитарная на мнимой оси матрица- 
•функция IF(а) разлагается на произведение вещественных элемен
тарных ин о ж и т елей

W(r.) Zx(a)-Z։։/.)---ZHa) F.

где V-постоянная ■•ещественная J-унитарная матрица.
Из теоремы I вытекает, что изучение вещественной матрицы- 

-функции сводится к изучению структуры элементарного веществен
ного множителя

3°. Условие вещественности /О) накладывает следующее огра
ничение из Р՝ и ՀՀ.

) = 6+ рф’„ (3.1)

являющееся необходимым и достаточным условием
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I возникает вопрос: можно ли для любого ./-положительного 
проектора /\ отыскать /-положительный проектор /<„ удовлетвори 

Ьпый равенству (3.1). Доказана
■Теорема 2. Для т о ?. о у т о б ы .к н ом:ител ь

,, ,, Ջ-;
Юи элементарным естественны и множителем Z(>.) 7.(к).необ-

и достаточно, чтобы выполнялось неравенство:

/<(./_ Д,л։./)р;^а. (3.2)

| ՝ IԿI ՛

кОднако, построение Р5 по /-\ приводит К ДОВОЛЬНО сложной 
•труктуре /< Поэтому целесообразнее решать сначала эту задачу 
«’■проекторов первого ранга, доказав затем, что любой элементар
но вЖестнеиный множитель разлагается на произведение конечного 
՚4||՚՚.Ն՜ւ множителей первого ранга.

2э0Д 9, д
■гцСшественный множитель 7,(՝к}=.]-г------- — — —— ° . в ко-

* — \ А — Лй
лором Л—матрица первого ранга, будем называть вещественным мно- 
'Ц'гёлсм первого ранга или примерным вещественным множителем.

■ Если прлмарпый вещественный множитель записан в виде произ- 
■Ясяия двух комплексных множителей, то, очевидно, что /?, и р։ 
«Л1ЯЮКЯ проекторами первого ранга, то есть рл= .^ՀհՀ-1.

= - I. 11 *(>•) (/b—
I Заметим, что вектор g определяется проектором р с точностью

■скалярного множителя е1‘.
I Из равенства (3.1). -■.апиезнного тля проекторов первого ранга. 

№ка«-т

ГТеоргма //усть (/ дЛ Pj ,հ։/Հ = )-

*a иентарный множитель первого ранга
В Дан того чтобы существовал множитель первого ранга

{/•г Ն дополняющий первый до вещественного

Г ’ ” Ло /
I ■■"֊(՛•- ;*|

^бхооимо и достаточно, чтобы

I I < sec G (G = агр ле).

При этом орты и ,հ2 могут быть так пронормированы, что
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հ։ՀՀ։ = th a sec 6ей. (3J
а

Й2 = е1։ад տհՎՀ։.
Гак как вектор g2 определяется п« • вектору одно начно i

точностью до скалярного множителя е‘. то множитель >■֊ J 1
а. следовательно, и вещественный множитель первого ранга

2=0 ch а   2«հժ /_>. Jg,gi+'■ 1 ։ւ А — А|)

определяется вектором щ однозначно. Поэтому для векторов g, и £ 
принимаем стандартные иб< значения:

Я։ = = ch ag — տՍ
В дальнейшем изложении вектор g։ = Հ, нормированный р: 

венством (3.3), будем называть правильно нормированным щч: торой 
4°. В заключение докажем, что элементарныi; вещественный мж 

Житель разлагается на произведение примарных вещественны . мн< 
жителей.

Легко видеть, it<> если 7. (>.) = (7 — • ~~~~ )('------ ՜'~^՜ )

улементярный вещественный .множится։ и если g։ любой орт из пр 
странствя

/И2 = НРХ, то |£ЛД'։ <sec^.
Это обстоятельство позволяет ир.п-.н.п.н нормировать попой о

ձն ( и построить вектор g։ = ch ag, sh«g։. причем произвел

Л /. /՝ \ է_ է I I \(; \ Гм'и
нис множителей /Л. (') ^v(ai — { / 4- —---------- ) / —— I '>> 1\ а —/у а — ал /
примарггым вещественным .множителем. Однако. неясн< лдет ли i 
кои примерный множитель отщепляться от 7().).

Отщепим от первого комплексного элементарного множителя 
Z(X) комплексный примерный множитель, порожденный пре-шль 
нормированным ортом j^x (֊ НРЛ, я от второго комплексный прим.։ 
ный множитель, порожденный ортом

где Q, = Р, — р,. />! = а

// . \ / /__ •^'7о^я_ V / -■‘7Ն \ ։
\ Л — Ло / \ А — Л А - Հ /

где Q2 f\֊Pt. р. = и. следовательно.



Структура мщестиснныл /-рясгягмвзтишх мйтрни-функикй

Խճ = /'/ + _23>^ У/+_֊^9>_у/+_2^_у/ч. 2зА_\ 
w \ ' ֊ ֊о Д < - ч А /. ֊ л. А >. ֊ )
Иреставня местами второй и третий множители Эта нереста- 
^В&эможии. так как отщепление элементарных множителей от 

лщи-функннн (/ н — W/4—можно осуществлять.
\ ♦֊ - 'о Л А — > 0 /

юя с любого полюса, то есть справедливо рршшегйр

я того, чтобы множитель (/ -т —УI I—был 
\ * - *ժ а — а0 /

в
енпым, необходимо и достаточно. чтобы #. ch agt- shajf.

рос СВОДИТСЯ к тому, су шествует ли такой вектор ,հգ Н/Հ, что

ւ = ձր։ » мк выбирать его в ,И3 = /7Р։.
Լ-Однако, здесь целесообразнее ։՛.« .-Поль овиться гругим критерием 

стаенвости примерного множителя. Из условия вещественности

1рного множителя 2‘с.Г1
—к

|о. что второй множитель (/ л- ~՛0^- j при перестановке его

первое место имеет вид ( / 4- - Нетрудно убедиться в том.
I Հ — >Ն . •
• и счучне множителей первого ранга это условие является не 
it.Ko необходимым, но и достаточным для пещестпенногги г(Х).

| Имея в виду этот критерий вещественностн . (*■), поступим сле
тим пбризом:

I I. Отщепим в (^ / д- ~~՜?—) прмммриый множитель ( / -ք- /՜^՜՜ J՛ 

||>ЖД(Ч1НЫЙ вектором /?։. Тогда

/и а . 22»й_,у/+^а_у/.
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2. Переставим последний множитель//
\ >• — '֊о

место

на перни

_ /' / *■;е ^J՝i \i/ / __ ~со Р। \// _ _ 23(i Ն .
'• — '֊о 0? }՜ ՜ Л° ' *՛ “՜ Л

В снл\ вещественности 7 (X)

3. Выделим из этого множителя примарный множитель
/ | Y порожденный вектором g.. Тогда

л /

•I. Переставим множитель (/+ ) на последнее место

Для того чтобы убедиться в том. что примарный множител!
_ А

является вещественным, поменяем мес

А
Легко видеть, что — р\.

Это пытекает из следующих двух свойств перестановок:
А А

I. Если ծւ.^)/^. (а) ^(л)/>х,(л) =^(а), где АрЧьр0.

то /Л.(А)=/Л,(М.



Структура вещественных յ растягивающих м.лрин-функций <)
■ ■ ՚ ■■ ■- ■ - - ——- ՜ - — ■ ■ - ■- -֊ ---- —=».

Таким образом, справедливо равенство:

I I'
Ьгэт<< и означает. Согласно упомянутому критерию. чт< отщепленные.

I А
Ьиожнтель (/ " ՛ л‘ )(/-ք- — °^։ \ является примарным нещест-

X >• — 1о / \ л — Դ /
осиным множителем. Тем самым доказана

[Теорема 4. Пусть дан элементарный естественный чни~ 
мотель
I /('.) = (/^֊րԴ.է X/ Ւ ՜’’\ )■ =

Для любого правильно нормированного орта ип подпри- 
ипранства НРУ порожденный этим ортом примарный веществен-

кий множитель Z (л) — ( / г —°֊։ W / л-----\ г#е Pi
\ x - Лв /\ /

и Տ՜յ -chr/.e, shai»։. отщепляется ат Հ (И.

а ՀՀ
[ Так как остаток //4 V/ յլ՜՜օ^։ \ |

\ ' — /\ >• — '-о
нмйется элементарным вещественным множителем, то процесс 
отщепления нримарных множителе ։ можно продолжить.

| Повторяя т — I раз {ր(/Հ) = т.\ процесс отщепления, приходим 
Ь разложении» элементарного вещественного множителя на иронте- 
мние т нримарных множителей.

| Таким образом, вещественная, раниоцалышя. ^-растягивающая 
U правой полуплоскости, /-унитарная на мнимой оси матрица-фуик- 
[[Янн 1Г(л) может быть разложена ня произведение нримарных пеще- 
пвенных множителей.

■ .Одесский техполо! ический ннстигуг
iiiijjenoii >■ хололн.'и.но»՝։ промышленности 1ос7\нил.. 12 VI J965

2. Если /^(л) {ծ14 (>.' 6^(л)} = ) и

=
Л

где лр-tpy. >(,. то /ЪДХ) = bj.(k).
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I՛ Վ. ««ՈՎԱԼՈՈէ՚ՆԱ, Վ Պ. 411ՏԱՊ1Ի1.

Ա-ւԱԼԼԻՏհ՚ւ 1«|'ԱԿԱՆ-2ԴՈՂ IHlSPb3UWM»mWaWI« Ս՚ՈԻԼՏԻՊԼԻհԱ 
USPnb’lSnhPlVb

Ա մ փ ո փ ո I il

Հալված ր նվիրված է ւէեակտիվ մ ւէւարիւյա֊ւիէէւնկէյիա լի ։1^Ր1"ւծա/Լ 
աոաջին կարդի պար։լա։չէո լն ա րտաւլ րի չնե րիէ

Ifintjil iu.il Լ ոլա րէլաւլա լե ոեակտքէվ արտւալր/ւչի ւլուրյավւարր և ւէ1պ\ 
уш.гр/in //' Հ ռեակտիվ niulj/in’tttii / մատրիւլա֊ վւէււնկււիալի ռեակտիվ
աադ րի Հհհ րի tj /։ր լա Л in իք րո՚Ն if ասին [JI։ и րհ if ա ։

Նկալւաէլրվում Լ п հակաիւյ աոաջին կարւյի արտադրիչի Г (/.) ււ1ււրուկտւո՝_ 
րան ե ալււխււք են նրա ոեակտիվ լինելա անհրաժեշտ ա րավարար պւպւքք ’ 
ներր:

1>ւ/ վերջապես, ապա էյււււր/mif է թեորեմա կամա (ական պարղակ. 
•ւեակւոիւ/ արա։յ։ւլրի >/ւ' ուոաջին կա/պի պարղ տդէէԼքն արաադրիչնհրի ։//ւ| 

ծա.իէլան մսաին:
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