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ГЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В В ЕГЛНЯН

ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
пя бесконечной плоскости С ДВУМЯ КРУГЛЫМИ 
ВЕРСТИЯМН. ВДОЛЬ КОТОРЫХ ДЕЙСТВУЮТ ЗАДАННЫЕ

УСИЛИЯ

I В данной статье рассматривается напряженное состояние беско- 
щой плоскости, ослабленной двумя круглыми отверстиями (фиг. 1),

и’да на контурах отверстии нагрузки произвольны, а на бесконеч 
пости нагрузка отсутствует:
• 1=з,(3). т,3| ^у.(З)

И) 
| 2; х, —а. =7).

[.Для решения ։адачп вое* 
пользуемся системой биполяр* 
них координат (а, £),

I В этих же координатах 
Я. <С. Уфляндом рассмотрена 
Й1цая задач.! о растяжении 
^конечной плоскости с хву.мя 
круглыми отверстиями, когда 
и.штуры отверстий свободны от 
усилий. т. с. пылал ня о гея тсло- 
Й |1|:
■Ц=Ч-,="

Фиг 1

Вт:՜ 1*2: х՛ *
[ Предположим, что инешнне нагрузки статически урявновеши- 

яился на каждом из контуров а=а։ и « а„.
Кроме этого полагаем, что պ($). Հ'(3) и производные функции 
интегрируемы в пределах от г. до Д

I Общие формулы напряжений плоской задачи к биполярных ко- 

ИЦ1И1ШХ имеют следующий вид |1|:
Ժ2 sha О sin3 д t ch а

Ջ д?,֊ а дт. а 1 а

(2)
Ժ' sh а д sin 3 0 cos 3

(ЯФ).Ъ ֊ Հ'Ժյտ а (Ն а ԺՅ а
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■-’= Հ՜Ճ(*Փ)'

где
g _ Cb.-CO,»

Функция յ?Փ удовлетворяет уравнению

Ժ* Ժ* . Ժ« , Ժ &
да4 ՜ Qa’d'i3 tfi* <и’ 2 ф ’ ц'ф‘ (Լ *

Общее решение последит* уравнения, г. *. а"!՝, нрг. у• лониях (I 
ризыскнпаем аналогично Я. ('. Уфляилу

Л'Ф в (ch в cos?) / 4-C0(ch a cos?) In (ch-з cos?) t

I ofi0cos? ♦ У |Հ։ (л. a) cosոֆ • /',(«. ai sin zB|, Hi 
•-։ • 

где
/,(//. a) - .4, (zilch (л f* l)a-r fy(n)ch (w l)a

. C/(n)sh(n-r l)a-r D/(zi)sh(n |)a (y ֊ 1. 2; n 2), (5)

/>(!.«) Л (I)ch2a I C,(l)sh2a 7=1.21. (6)

Однако, при этом функция £Ф не должна изменять напряжен* 
ное состояние на бесконечности, т. е. должно выполняться условие 

(ЯФ), =(£Ф)։_, = 0. (7)
j-tt

Обратимся к граничным условиям (11. которые с учетом (21.(3) 
и (I) можно записать в виде

. . -Ч & Г. . ւ О
(ch з cos?)տհ»-т-— sin? — - Cha<71* 03 r ai (^Փօ)յ=5։ =

aMrl+sh’i(Cha —cosi} I aBQ Co(sh:a, f cos’? — ch a,cos?). (HI

-ճ_(„Փ„է ___ а,»<Я Գտ՚ոՅտհ., !
—4i chai—cos? ch a. - cos & -1

(/« 1. 2).
где

ՀՓ0“2 |Л(л. з)со$л& /,(л. a)8ln ո?|. (<Я

Гак как функция #Фв представлена в виде рядя Фурье, то Ле­
нин часть второго услопия (8) будет представлять собой некоторые 
ряды Фурье. Однако, первое условие (8) непосредственно нс пред­
ставляет собой ряда Фурье, так как перед знаками рядов имеются 
функции от переменной р. С полью преодоления этой трудности, еле- 
ten Я С Уфлянду, дифференцируем первое условие (8) по ?.
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С учетом второго условия (8) получим

I — Խփ I - —ճձւԼ__ ԱՀէ Տհ *<
I; W4 ' 01 ch a- -cos В (cha/i—cos3)2

+ C.I sin? ■ f1,1 9 cos ?______ .
ch a, — COS M (cha/ cos8)s

Из второго условия (81 и из (10) с учетом (9) находим

/։(«. «/) = /;(«, а..) = /{3J(rt).

/э (/t. а։ ) - А'2.։ (//Լ Հ («, 2l ) /<_м (Հ/յ

(/ = 1.2; //.>2)

(10)

(И)

ZJ (1 • ’.՛) = о = I. 2). (12)

Л’и(я) =

տհ л.1
(сБаГ-ТБяЗ)’

'I "i տհ at I
Cha; -cosS (cha,— cos3)5 |՛

(« 2)

№Дл)= М* -^.Տ1,,4 48 4-
~'i J ch®/ cosji -Հ/ J‘

(13)
I к..,(„>=֊.c֊^4 л

-n J ch a./ — cos 8 '
-•'S

b Հհւ;<օտ^տէււ«3 1 r COS(/; շ) 3 cos'(// ■ 2)«?
■h«. cos? 1։՜ շ ) :.|]7i ,,.sB

0
r

/Հ-- I* siii S sin z/3 1 oH։
’ J (cha/ — cos 3)* “ sha/

H է I ill' ■ 4ՈՃ1 ֊' _ Г £0$ <'/—1)3 cos (n • 1 յ £ ն
* J cha, - cos3 •- J cha, -cosВ ՝<մ

-e C

Из таблиц интегралов |6| находим
В ր

ւ' cosm3rf3 ՜ , ,
J Cha/ —cos 8 ՜ slTi.՜ (C la ”ShX,) '
G 
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откуда, при т п — 2; п—1; п 1: /?֊н2 вычисляются значения 
интегралов А/։, /Л к Л/д

Из (15) находим коэффициенты .!,(//). /?/(ч). С,(п\ и /?/(л) (при 
fi 2). выраженные черен Со. а из (16) находим .Հ(1). С։(1), Л2(1) 
и Cj(l). выраженные через / и Со. Остается определить коэффициен­
ты Со, Яо и /.

Для их определения требуем, чтобы удоклетипрялось условие 
(7). а также первое условие (8).

Из условия (7) с помощью (41 получим следующее равенство:

о/^ч-Д։(1) У |.4։(л) 4֊ Я։(//)| _<1. (14)
~2

Так как первое условие (8) имеет место для всех Ь < г. 
то умножая обе части на ԺՃ и интегрируй в пределах от — - до — 
с учетом (9), (11) и (12) получим

2aW0֊/shL4 (1 4-2 sir а,) Сб 4֊2/։(1. *, ) ֊£֊1Հ(3)մՏ (/ = 1,2).

(15)
Ил (18) и 119) находим Со. Во и /
Таким образом, при данной внеш­

ней нагрузке находятся все коэффи­
циенты т. е. поставленная задача 
полностью решена.

Рассмотрим частный случай инешпей 
нагрузки, когда на контурах отьерсткЙ 
приложены экспоненциально изменяю­
щиеся нормальные нагрузки, симметрич­
ные относительно координат а и ₽ 
(фиг. 2):

- Qt (ch г - cos.3)'-(cos р0 cos 2)c 
при 0 %հ [i <-30Հ

— Q, <ch r cos; )'J (cos 3o - cos p) r՜*՝' 

при (16)
МЙ *<.(2) ■= (‘ при

где k положительное число, <?i ս Չշ параметры, связь межа;, ко­
торыми пслучяется с помощью уравнений статт к.՛. .<

|ie = firctgsh7<^ -- (17)
Ճ Ьн I

Из (16) видно, что такой выбор нагрузки не только облегчает 
вычисление интегралов (13), но дает возможна егь совершить предель­
ный переход и сосредоточенной силе (когда k • оо).
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При таком выборе нагрузки следует брать

քՀո. а) = С.(п) = /Л(л) = 0 (//>1). (18)

/ =0.

Тогда в этом случае с помощью (5), ((>). HI). (12) и (18) полу­
чим следующую систему уравнений:

</г)ch(/z 4- Dr 4֊ £։(w)ch (л I )у = Л’ы (л).
(п 2)

և-Ւ I)/1յ խ)տհ(//4-1)тН-(л 1) Я։ (//) տհ (// 1 )т =/<зл (л) (19)

2Д, (1) տհ 2հ = ZG.i (1) (20)
где

л- 2ц f М?)*»”? +
։'։ пл(л։—1)J ch т ֊ cos ' ‘՚' -л (л2- 1) 

о

(л > 2). (211

,. . . аСйНя *հ -| , ,.Аз,։(л)=- %;’-- (« з> 1).

Решая систему (19) и (20), находим Д։(л). Z?։(//) (при п > 2) и 
4,(1). выраженные через Со.

Вид уравнении (14) в этом случае не изменяется, а уравнение 
(15) принимает вид:

S
2ав„ (1+2sh2r)C,+ 2.4, (l)ch2T= ““4 =,(3)'«- (221

о

Тогда коэффициенты /Հ и Со находим из равенств (14) н (22).
Для вычисления о-. вблизи контуров предварительно определим

разность са
Из (2) находим

з» —«з --- g
сг ծլ

<);? (Jo? (А’Ф). (23)

С помощью граничных условий (16) из (23) легко вычисляется
напряжение с. вблизи контуром

асаЬ-т ~ а՝1 (chТ cos fi ch 2т — cos 23) ‘

4-(chт cos£) 4.4։ (I) cos(tch2; f 2 У it (n I) /<u(//)co^ n[> (24).

Теперь перейдем к сосредоточенной силе.
Если по фиг. 2 подсчитать суммарную нагрузку, приложенную 

ио линиям а = 7 и а= — т и приравнять каждую из них (при/; —ос) 
заданной величине Р. т. с
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<* «-Г 3,

оу 
г>7 մՅ = Р.

гп получим случаи действия осевых сосредоточенных сил (фиг, 3), 
С помощью (16) из (25) получим

(chг l)(cos30 1) Нт-Й-= —- —
4 - И ձ(1

(26)

(ch Г * l)(cos?o4- I) Um =

Из (16) и (21) при k -ос с помощью (26) находим

А'֊' <"» = Т(7,^й Н֊'>" ֊И (« >2).

(27) ,, dC.
Aj.i (л) - sh у ■ /У, (// > 1).

В качестве числового примера в случае сосредоточенной Сиад 
с помощью формул (4), (6). (9), (10) и (18) (31), с точностью ЮЛ 
находим значения напряжений и начале координат, т. е. в точке J 
координатами з = 0. ի

Կ1 - О
. _ _ 17_ Р 2տհ4? — sb 2?

2“ а 3 sh 2f-с տհ 6հ

. = և 14sh 4i — 31 sh27
2հ a 3 sh 2y I- sh 6?

где sb ; — a ■

Для разных сиотиошеннй _ шапенин э, и з՛. приведены н

таблице.

отцошения
л
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В частности, если принять

Յւ (?) ~ — <//• ՜< (?) о՛ й= ։՛ 2)՛ (23)

рассмотреть случаи, когда по контуру z — *, действует равно 
Верное давление, равное </,. а по контуру а = а2 давление, равное у2 
|фпг. 4). то с помощью (28) из (5). (6), (11), (12). (13) и (15) получим

Фиг. 3. фиг. 4.

пь
-ь

аз
о.

4 (л) ^(//)«=C1(/z) = D2(n) О (п 2).

•4. (1 )= Շ\ (1) = 0.

Л (л. i. 1-/<։., (w) _(/Հ //. slr aj.

/1|Л.։.') = А’;и(я)֊ '° sha.-A/յ (it 2). (29)

/-/<v(l)^/--fn sliz../Հ
I»

|Л2«Яй - / ■ sh 2а/ ֊ 11 - 2 sh։ z,) Co 4֊ 2/, (1. a,) = — 2a</,.

«помощью (5). ((>) и (1 11 нз (29) находим .և(//Լ /^յ(«). C։(//) 
W") (при fi ->2). л также .4,(1). C։(l). /. Co и /Հ.
[ Если в предельном случае а։ оо принять (3) = (ի) (), то

Խ՚-՛ч иметь плоскость с одним круглым отверстием, вдоль которого
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Ч- Վ. հԴԱԱԱՆ

ԱՌԱՁԳԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ԽՆԴՐԻ ԸՆԴՀԱՆՈՒՐ 1,(էՒՈՈ!»ՄԸ 
ԵՐԿՈՒ ԿԼՈՐ ԱՆ8ՔԵՐՈՎ ԱՆՎԵՐՋ ՀԱՐԹՈՒԹՅԱՆ ՀԱՄԱՐ, ԵՐՐ ԱՆՅՔԵՐՒ 

ԵԶՐԱԳԾԵՐՈՎ ԱԶԴՈՒՄ ԵՆ ՏՎԱԾ ԾԱՌԵՐԸ

U. մ փ ո փ ո » մ

Հողվածում զիաարկվոէ մ Լ hflfm էքքքէր անցրերով անվերջ հա 
աոա,\զա1րսնու իքլան <ոե>4սի1լան ընղհանուր խնդիրը. երր անցքերի 
զծերով ազդում են տված րեոերր։

Խնդիրը դիտարկված Հ եըկրևեոա լին կոորդինատներովդ '4'1' 
լարումների ֆունկցիան որոնվում Լ (4) աեսըով, որտեղ մ անոդ ւ/Որն*- 
կիէ/ները որոշվում են ( I ՝). (/•» /. (44յ ե ( М ) պարզ հավաստրու մներիէ/ւ

Դիտարկված է րեոի ալնպիոի մաոնավոր զեպյւ, որը ոջ միալն հեշասւր 
նում Լ Ֆուրլեի ինտեզրւսլի զործ ակիցներր որոշող ( №) ինէոեզրայների 
վսւմր, ա/լև հնարավորովլուն Հ սւալ/ւս սահմանալին ւսնրումով զիսւսւրկհ 
կենարոնուցած ումի ղեպրրւ
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