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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

М М МАНУКЯН

РЕШЕНИЕ ПЛОСКОЙ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ
ЛЗУЧЕСТИ ПРИ НАЛИЧИИ ДВУХ УЧАСТКОВ

В настоящей работе приводится решение плоской

КОНТАКТА

контактной за-
։чи теории ползучести с двумя участками контакта. В качестве 
полной теории ползучести принята лилейная теории паследсгвен- 
мгтн с учетом старения материала, предложенная И. X. Арутюняном 
]. Как известно, зга теория применима для таких материалов, как 
пои. дерево, фенольная пластмасса, связные грунты и лр.

Плоская контактная задача теории ползучести при одном участке 
«пакта решена И. Е. Прокоповичем [2|, а плоская контактная за- 

теории упругости при двух участках контакта рассмотрена в ра­
нах И. Я. Штаермана |3|, М. Г. Крейна и Г. Я. Попова [4|.

§ 1. Постановка задачи и основные уравнения

! Пусть два соприкасающихся между собой тела, обладающие 
шетвом ползучести, прижимаются одни к другому под действием 
ieniKHx сил, равнодействующая которых перпендикулярна к оси х 
(|иг. 1). При решении этой задачи силы трения не будем учитывать.

Фиг. 1.
[опустим. что контакт происходит на участках (—67. -Ь) и

№, ч) (фиг. 1). Рассмотрим симметричный случай двух участков кон- 
ЬсгагКак известно [2], решение плоской контактной задачи теории 
Кэучесги в .случае одного участка контакта ( а, я) приводится к 
редующему интегральному уравнению

г.
ր-ւՀ(Օ ( dlf)

£=(')
рх (s /) ds

-«(О

9

ձ(0
АН. серия фиа.-мдт. wavt .4 ՜>
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I «(О
(Հ 1„֊_1 P*(S> x)tlsA|d ֊ Հ2(է, -vw, օ+
J J I A — 5 I Ժւ
-» -<ր(0

+ (1 '))Ш ')]rf-j=^(/)֊/0(4

где £(/) —модуль упруго-мгновенной деформации. յւ(/) — коэфа 
циеяг поперечного расширения для упругой части деформзлп. 
Տ(Հ հ) = —֊!---- }-С(/, ') полная относительная деформация при а>

f (')
тип или растяжении, и* Մ. ՜) ■ коэффициент поперечного расширЯ 
при деформации ползучести, '2a(t} переменная ширина кон га л 
С* (/) — произвольная функция, />* (/, т) — контактное давление с yi 
том ползучести, -։ время приложения нагрузки, է - время./0(д|« 
= А (Л)+/։(А')» причем /։(л՜) и /2(х) уравнения поверх hvct 
первого и второго гел.

Если контакт происходит по двум участкам (—а. — Ь) и (М 
то в этом случае основное интегральное уравнение контактной 
теории ползучести будет иметь вид

4 (1- <Հ֊’(է т)В3(Л Հ)1^( = С* (է) — f0(x), b<\x\<a. (I

Рассмотрим симметричный случай задачи, т. е. когда /։(4 
/։(л)—функции четные и, стало быть, правая часть запис iiud 
уравнения гож - функция четная Последнее обстоятельство прзад| 
нам считать справедливым

р*(л, Z) = рг ( х, է).
В свою очереть (1.3) позволяет интервал интегрирования в урзвв 
нии (1.2), состоящем из двух участков, свести к одному.

Интегральное уравнение (1.2) можно переписать в следуюя 
форме
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К(։, т)
2 д ի :Հ2(է -)| МЛ 7) || T)]Sj(t է)
- Ժ МО

> (1.6)

0(0 ֊
2rl tf(/)

^‘1(0
1-До I

£,(О I (1.7)

Тзким 
шлкгной

образом, основное интегральное уравнение (1.2) плоском 
задачи теории ползучести с двумя участками контакта рас- 

«дается на интегральное уравнение Фредгольма первого рода (1.5), 
вписнвающее упруго-мгновенную задачу, и интегральное уравнение 
Вольтерра второго рода (1.4). учитывающее влияние ползучести.

Пользуясь условием (1.3). нетрудно показать, что интервал ин- 
^грирования в уравнении (1.5) можно свести к одному, для чего в 
ЙШТеграле на участке (— а, ծ) следует положить

տ = տ։.
tan уравнение (1.5) примет следующий вид

«но
ш(х, 0 = j In - ' />*k 0^s.

J Ի՝- 1̂
*<O

՛հհ;; ч уравнении (1.9) сделать замену переменных
Ьй ֊I֊ Հ֊ = bz ֊I ? = х3,

(1.6)

(1.9)

(1.Ю)
то вместо (1.9) будем иметь

у'«*- г.»
«■(/*’ + V՜, 0 = i' In——֊ - q (Գ է) ճ-ո, (1.11)

J K’-f о

* ?Oi. 0= ^^,'L. (i.r.o
I b- -1 T3

Здесь 7(tj, 0 представляет собой новую неизвестную функцию, под­
лежащую определению в дальнейшем.

Нетрудно видеть, что из (1.4) и (1.11) при ծ=(1 получим урав- 
Мйня Прокоповича [2|.

[ Таким образом, решение плоской контактной задачи теории 
юлзучести с двумя участками контакта сводится к ранению инте­
гральных уравнений (1.4) и (1.11).

i
§ 2. Решение интегральных уравнений (1.4) и (1.11)

Решение уравнения (1.4) представим в виде |2]

и»(х. О = Г*(О֊//*(0/о(*). ; (2D
где Հ՝(ք) н Н* (0 — неизвестные функции, подлежащие определению. 
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Здесь у*(0 решение уравнения (1.4) при правой части, ряв։
С* (/) 1-֊ • Н* (է} — решение при правой части, равной - — •

Тогда (1.11) принимает вид
/о» ֊ծ՛
Г In ֊֊'—J ч(ъ t) = f*(t) - *’ + ? ).

Эго обычное уравнение упруго-мгновенной задачи при на.тич 
двух участков контакта для момента времени է с дополи ительн՛ 
множителем А/* (/) при fQ(x), который учитывает влияние под­
мести.

Интегральное уравнение (2.2) при одном участке копта։ 
(—а, а) будет

а
( |пТ Г—тг/>*(*• 0</«=Тф(0 ^’*(/)/0(л).
J |a2-s2| 
о

Пользуясь решениями Н. А. Ростовцева |5) и М. Г. Крейна j 
И. Я. Прокопович для этого уравнения получил следующее решен

Р*(х. () =
՜՜"'1 ... ■ /7-(0 . J

Г Р а9 X1 г* J / ю2 л2 ,) 1 ւՐ ?
.։' Ս

Эго решение непосредственно можно получить также из рам 
Н. X. Арутюняна [7|, полагая «• = I.

Из сравнения интегральных уравнений (2.2) и (2.3) հ. 
убедиться, что р.чпение уравнения (2.2). аналогично -о
представить в виде

<?(С, f) — —г-" (է}____ I /^(0 2 1
:<т)

udu
ւՐ՜՜ձ՜

-г-/.(/*’ I T)rf'.. 
di\-

Из (1.10), (1)2) и (2.5) найдем
Ք* (л, 0= “7—Х~—'•

/л3 /А
г<р*л’՜՜ и

ат/
udu I

о
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| Если в (2.6) принять ծ = 0, то это решение будет совпадать с 
ением (2.4), полученным в работе [2| для плоской контактной 
пи теории ползучести при одном участке контакта. Неизвестная 

.функция •'*(/) определяется из уравнения равновесия
а Уն»—ծ»

Р«) = 2 J />* (տ. /) ds = 2 q (tj, 0 dq. (2.7)

Подставив (2.5) в (2.7) н поменян порядок интегрирования, по­
лучим

о р___________ ,/г ______
г'10——H*(Z) Հ аг й։ С։ — /0(У *34-ր )Л.
I ’ л‘ (28)
йогда выражение контактного давления р* (л՛. է) примет вид

И а2

> ) а-

г. Հ (а՝ - х՝) (х* ծ*)

о
। <7«ДлГ՜

udii

ծ՛

_____ ,ys ,______
b2 V ֊72/о(/ *а + <г)Л 

а2

II՝ Л= 4- Z>2 J 
о

\/ и2 - 7)а ат? 1

и

(2.9)
При этом решении предполагается, что величины а и b известны.

Если и и b неизвестны, то для определения неизвестных а и b 
Ылует пользоваться условием ограниченности контактного давления 
fjj’U. /) во всей области контакта, включая и границы участков кон­
такта X = а И X = Ь.

Как известно |2], И. Я. Прокоповичем было показано, что при 
Йапом прямолинейном участке контакта ползучесть не оказывает влия- 
ИИ8 на распределение напряжений в месте контакта. Из формулы 
Р*9) видно, что при двух прямолинейных участках контакта ползу- 
^Жхлзывзет влияние на распределение усилий в месте контакта.

§ 3. Определение функции /•/* (/)

Интегральное уравнение для определения //*(/), согласно (1.4) 
1(21), можно представить в виде

/7* (/) ֊ /<(/. у) //*(-) = (3.1)
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Решение уравнения (2.7) будет 
t

—1 -н I R(t, ֊) •— dx, I
0(0 J 0(v)

՜՜1 
где /?(Հ հ) — резольвента линейного интегрального уравнения В< 
терра с ядром К (t. t).

Если для полных относительных деформаций принять вырг 
ния [I]

\ (Հ - ֊’֊ + (- '■ + С,) I1 е՜”'՜” !• ' Լ I
мл^-'- + (ф ք՜’''՜"ւ՛ I*2 (•) \ - /

где А2, А3, Сх, С.,, հ — постоянные параметры, определяемые и игь 
тов, а для упрощения дальнейших выкладок предполагать, что

МО *)-н = const, nJ/) լՀ(Հ х) = = const, (3.
то выражение неизвестной функции Н*(1) можно будет прелстави 
в виде [2]

Л/*(п^rvl1 7(ԳՀ՜՜)ք՜րրրժՀ • b(-t)l ՝ 'i/J Мй”1 I
где

’Со = dtCt d2C...t zl։ — d։Aa 4֊ </,A3, 
2(1~Ղ I

1 rz ~

Из формулы (3.5) следует, что функция /7* (/) принимает м; 
сммальное значение при է — ՜ւ и минимальное при г—»֊ос.

Если пре.дполагагь, что модули мгновенной деформации ма 
риалов постоянны, т. е.

= Еу - const, Е2 (О = Ег =• const, 
го выражение для //*(/) примет следующий вид [1| 

н.(0=_1_ ւ-րձ£ՀԳ- .
0(х,) \ Г й

где
-)=/п, Ц’’- п, ?։(։) = С։ —2* <рс(-) = С. +- ~
/:1 ?('։) I itS

r = T(l +*C,f։). Р1 ЬуА^. *=֊֊֊ d.m
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сь

(3.11)
о

ртся неполной гамма-функцией.
| В случае контакт тел. имеющих одинаковые характеристики 
змагивности. b будет ргвю единице.
Таким образом, значение неизвестной функции //*'(/) найдено, 
являя найденное выражение //* (г) в (2.9), получим значение 

,.исгного напряжения р՝ (х, է).
В заключение расоогрим одни пример решения контактной за- 

чи теории ползучести с двумя участками контакта.
Пусть контакт происходит по параболической цилиндрической 

tpXHOCTH

2R
b հհ х < а. (3-12)

рв.1 допустим, что величины а и b известны. Подставив выраже- 
/о(л) КЗ (3.12) в (2.9), после некоторых преобразований получим

х;'(х. է.}=֊
к/(а։-л։)(ха -Ь3) |

Va’-b'

2л4) 4

а'

H*(t) 
«R *"+

1 a'-bz — ԺԼ -

/л’-՜Խ
иеной т} — и sin ■? получим

J у ir v (Ь- -г 
о

(3.13)

;есь

■з
С___ ________________= I I
J У/г-т=՝(/;=^тг)’'։ Л\!
и о

-----7Г-1՜ Հ- £
Ь‘\ //- ։ ir ՝ 2

и
У b ‘ 4- ռ՝

(3.14)

2՜
֊ !1—sin2 a da
и3 +

(3.15)

и 4

 и du

и
2 /ծ= №

и
1 1

вляет собой полный эллиптический интеграл второго рола [S].
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Далее, пользуясь (1.10). можем написать

и

-ft» _____
I a"

(6е I- С3)
dx.

.) X‘ V x- - № 
b

(3.16)

Подставляя (3.14) и (3.16) в (3.13). окончательно для 
получим

/>* (х. Ո

p--ix. и- л 1 P(i) /Y:'in ( .•
Z) (a2 л Ա.ր:- ձԿ I

2дл) ■

/<=(/)- (a b) /;= J 
b

Л2 ;dx 
bz

-I а2֊х
Հս- b- է u- x-

(3.17

Сейчас рассмотрим тог случай, когда величины 
стны. Для их определения нужно воспользоваться 
р- (х, О должно оставаться ограниченным при х — а

а и I) иеизве-
условием, что

Ь. Как
видно из формулы (3.17), это возможно лишь в том случае, если 
числитель в этой формуле обращается в нуль при я и х = Ւ. 
Отсюда получаем два уравнения

\-b) Ե' l’-Ц՜ Л' dx = 0,
.) Xj A;- id 
b

/У» (Г)
t.R

(а
у a- — л- .r —ax -

/а’ V ծ- I- м=
1 bz -1 ir

о

Из этих уравнений определяем значения и и Ь. Подставляя их 
значения в (3.17), получим выражение контактного давления /J*(x, /).

Институт мате.мпгнкн и механики 
АН Армянской ССР

Еревански!) государственный 
университет

Поступила 11 V 19

1 >i՛՜ t>՝ ՜ uE г и
2 ՚ Հli- 4 1>'
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и
2
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1Г 1Г. IFIVbnbMBIVi,

HOW ՏԻ1111ԻԹՅԱՆ ձԱՐք* ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴՐԻ IJII'lJlIblH! ԻՐԿՈէ' 
ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ՏԻՐՈԻՅԹՆեՐԻ ԱՈ-ԿԱ:5ՈԻԱ31Լ1րՈ

Ամփոփում

շքոաաա թլան մեջ գիաարկվում Լ սոր/րի աեսու թքան հարթ կոնաակ~ 
Ւt'P ՚ 1,РГ 4"1'"թւ"1<է' ունի կոնաակաա լին երկու աիրոէ լթւ П րււլեւէ 

an'll֊l' 'փ'3>ական աեււաթ լան րնդունված է ե. 111. Հա ր ու թ րւ ւն լան ի աոաջսւ֊ 
:լրած d աո ան ։լ ակա՚էսոթ յան ц ծագին տես ու թ քան ր ՛ելա թի ծե րարման հաշվա- 
ւէումէւվ: 1‘նչպես հալանի Լ, ալս աե սաթ քանր կիրաոե/ի է րեաոնի> էի ա լա ի, 
•цшuntil աո սա ւ ի , կապակցված ւլրուն անէ, րի և աք( նրսթերի Կամար;

Սորրրի ‘„եսաթ/ան հարթ կոնաակաա լին իէնէլիրր, if եկ կոն ա ակտ ա լին 
'ոիրուլթի '}եպ_րաւ1. լուծված կ /՝. Ե. Պրոկոպովիչի կողմից, իոկ աո ա ձդակա֊ 
նա թլան տեսա թ լան ~,արթ կոնաակաա քին քսնդիրր, կոնաակաա լին երկա աի- 
լտւլթների աոկաքա թլան ւլեպ։րւո.մ, րննարկված Լ Ւ. :1ա. (rninthրւք անի • 
1Г. Գ. Կրելն ի և Գ. вա, Պո Ոք ով ի աշիւաաու թլա ններու.մ '■

Դիաարէլվոէլ կոնաակաալին ի^՚՚լրի րււծումր րերվւււմ Լ ( /) և ( 1.1 1/ 

քէնաերլրսւլ հավ աս ա րա Uhb րի Կամ աաեէք րո ծ tl անր , որոնցից աո աջինր իրենից 
ներկա լացն tu.il / ’Լոքաերի երկրորդ սեռի ինէոեո րա լ հավասարում, իսկ եր֊ 

'^[•երլհո/մի աոաջին ոեսի ինաեւլրալ հավասարա մ; ք 1.11 j ե (1.1J 

հավա и ա րա Ifii և րի լա ծ m'diih րր 'it ե լւկա լա էլ վ ած են հա մ Ш ոլ ա ա ասիսոնո,րար (2.9) 

ե (3,9) ւոեսրերովւ 4. քԱոլիսով, որոշվա՚մ Լ անհալա Ր (X, Г) ֆունկլ/իան . 
ո1'1' (’նորոշա է! է ճնշման ինաենււիվա թլունր ոոէլյւի հաշվաոա մով)

Ս.շիւաաա թ լոՀհ վերջում, որպես կի րււաութ քուն, էլիաա րկվրս մ է մի որի֊ 
նակ, երր կո՚հաակար աեէյի Լ ունենա մ սլա րա րո / ական <ք / անա քին մ ակհրևրսյ- 
թով: '1՝ննարկվոէ մ Լ երկու. րլ ե պ ր' 1. (I, է> մ եծ nt. թ քո ւ ննե ր ր հա քանի են և 
֊• (I, Ь մեծաթլուններր անհալա են:
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