
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՌ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
известия лк л демии наук ар м я н с к оո с с 
Ֆիրյւկւս-մսւթԼւքաա, <||iumipjntG!>br XVIII. № 5, 1965 Физико-математические ИЙ

АЭРОГИДРОМЕХАН1

С. М. ТЕР-МИНАСЯНЦ

ЗАДАЧА О РАСПРОСТРАНЕНИИ УДАРНОЙ ВОДНЫ В НИ.ЖН 
ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ. ЗАПОЛНЕННОМ СЖИМАЕМОЙ

ЖИДКОСТЬЮ

Рассматривается автомодельное движение возмущенной ча 
нижнего полупространства, заполненного сжимаемой жидкостью, i 
действием постоянного давления, распространяющегося вдоль сзсб 
пой поверхности с постоянной скоростью, значительно большей, Ч 
скорость звука в жидкости, заполняющей нижнее полупространст 
Рассматривается плоская задача. Уравнение состояния предполагает 
представленным произвольной дифференцируемой функцией р --/(?,։ 
удовлетворяющей условию д];д'1 Հ>0 и не нарушающей автомоде^ 
носги движения. Решение получается путем сведения к краевой 
даче Римана-Гильберта. Всестороннее исследование других случ 
этой задачи содержится в монографии А. Г. Багдоева [I].

§ 1. Введение

В момент г 0 в какой-либо точке свободной поверхности с: 
маемой жидкости возникло давление /’2 и. оставаясь постояли! 
стало распространяться вдоль свободной поверхности. Мы будем рас 
сматривать тот случай образующегося движения, когда можно а| 
небречь влиянием деформации свободной поверхности на поле даг1 
кий в верхнем полупространстве. Предположим также, что скор* 
распространения фронта этого давления вдоль свободной поверх» 
тоже постоянна и равна 1/з, причем если — скорость зв
в исходной ненозмущеиной жидкости. Вследствие вышесказанног 
глубь сжимаемой жидкости будет распространяться слабо-искрив.?? 
пая ударная волна. Мы рассмотрим плоскую задачу. Возмущено! 
область состоит из двух переферийных областей постоянного теш 
\LF и CKD (см. фиг. 1) и центральной области дифракции ABCDE. 

где локализованы возмущения, порожденные искривленным участ 
ударной волны. Эти области разделены двумя кугамн окружж 
Маха DC и ГА. Систему декартовых координат свяжем с жидкое 
движущейся за ударной волной в нижнем полупространстве, напр։ 
ось д* перпендикулярно, а ось у параллельно иевозмуще.нной i 
бодной поверхности жидкости (см. фиг. 1). Изучаемое движение
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И'тся величинами порядка ։ от одномерного движения, пролегав
шего собой прохождение плоской ударной полны через Гранину 
1СЛЗ

Фиг. I

§ 2. Постановка задачи для волнового уравнения

Обозначим через I скорость ударной волны, идущей в нижнем 
рол у пространстве, относительно заполняющей его не пол му щепной жид- 
Ьсгн, а через И редуцированную сю скорость жидкости. У раине- 
Це нашего слабо-искривленного фронта можно записать тогда в виде

X (U-V)t : 7Հէ. у). (О

Закрепим индекс .Г за параметрами исходной невозмущенной жид
кости. а индекс .2" за параметрами жидкости в области за ударной 

йЬлной. Уравнения плоского нестационарного движения сжимаемой 
1кидк1сги и соотношения на искривленной ударной волне (см., наир . 
i|5]) после их линеаризации относительно вышеуказанного одномер
ного движения можно записать в виде уравнения:

ди dv . ди др
— ֊гр------ Р± — О. 3- —-------— •
dt дх ду * at дх

(2) 
dv др dp дъ
dt ду dt ‘ dt

[ерез />2. ра. <z։ мы обозначим явление. плотность и скорость звука

ГраИНЧИЫ<։ УСЛОВИЯ на искривленном фронте

(U И'*-֊р։м Р»
V of п,----------. р (U
U at

\T-,֊29.(U^V)4^Q,

(3)
„ 0УЬс И ('о 1)? ֊ 0; 

ot

1ДССЬ

’ Pz f
consl.

л df f df 
h 'OT /r ՛ (4)

области .2*. ո /;. и. ւ՛ возмещения давления, плотности перти-
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калькой и горизонтальной составляющих скорости в области днф] 
ции, Т температура, Cv—теплоемкость при постоянном обм 
/ -механический эквивалент тепла. В уравнениях состояния Л 
обозначают суммарные величины, однако пет оснований для смеш| 
их с возмущениями р, ?. В случае уравнения состояния Клапейр 

г 'г г 1
обозначая через ■/. показатель адиабаты, бу lcm иметь х0 ----- -

'Х*=И

Систему (2) нетрудно свести к волновому уравнению для давлении]

= <՛"՛՛ Հբ 1 <Г-р (1
дх- ду2 a՛: dt-

Иетрудно получить величины углов наклона переферийных учз< 
ударной волны к оси у

Լ՛ ՜ՀՀ I՛

Для этих участков имеем очевидные равенства

—֊ 0. Z(Cy) <v. 
Ы

Подстановка (7) в третье уравнение системы (3) лает 
v = ± VV. (Н

Это третье уравнение и остальные уравнения системы (3) взвны 
независимы. Поэтому с учетом (7) для областей постоянного тсчс 
из (3) получим

р tj — к = 0.

.Условия (3) мы, в силу линейности задачи, считаем выполняющими 
на прямой

х - (L — И) է.

Соотношения (3), (9), (Ю) вместе с замечанием в начале ра(н 
постоянстве давления в верхнем полупространстве (р = 0) опрел) 
условия на границе возмущенной дифракционной области.

§ 3. Сведение к задаче Римана-Гильберта

В силу автомодельности задачи мы можем, введя переменил:

X - х . V -2- 111
а г։ ' аЛ

и произведя последовательность преобразований

1 /?2
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и-=/? cos О, v = /?sin6, (14)

нпи от (5) к уравнению Лапласа

д-р д՝пւճբ . = 0 (10)
d\tA (J՝r

три единичного круга.
| Преобразование (И) фиксирует положение и размеры нашей 
сги Прямой (10) переходит при этом в прямую
I G6)

«2

рая в результате преобразования Чаплыгина (13) переходит в 
’жность

27? cos О = т (I ֊Ւ /?'), (17)

тальную в единичной окружности — границе дифракционной 
сти в переменных (11), (13) и (14). Центр окружности (17) бу- 

ёт в точке р= 1;7//, V 0. Указанное свойство преобразования Чап
ина позволяет отобразить конформно возмущенную область на 
моугольник

-/<□</. 0<-<~ (18)

И. U , 14 z " .1,1/;/ . /1П.
Mi-/֊=1п-----------/ / / In — ц. • /'<(19)

1—/. 2 4 1-т

1хняя полуплоскость плоскости ՛»՝ - s i'j функцией

Z = С (20)
\' (1 — ш3)(1 АРи>2)

I и
Эражается на прямоугольник (18) с соответствием точек <•' 0.
|0; о»= 1, z = /; <» = 1//г, г = /

Константы Ւ. \\ С определяются указанным соответствием точек 
)мо(ныо условии [7]:

С/С (*) = /, К' (2).7< (а) = ր.{Լ (21)

<сь Sina=fc, /((ос) и А'(а) полный и дополнительный полный 
Оптические интегралы первого рода.

В координатах (11) функция 7(1, у). входящая в (1), преобра- 
шсяследующим образом:

'/(/, у) -//2/Z(y);

Йметим, еще, что д7. ду = ԺՀ ду.
В работах [3 и [4j. взятых вместе, проведено преобразование 
зого условия на этом слабо-искривленном ударном фронте к пс- 
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ременным (19) для случая уравнения состояния Клайперона при 
х —1,4. Так как в случае рассматриваемого здесь произвольного 
уравнения состояния соответствующие выкладки аналогичны, мы не 
приводим их здесь, ограничиваясь выписыванием результатов преоб
разовании и выражений для констант, входящих в получающиеся 
условия. Условия на ударном фронте приводят к двум соотношениям

и=лр. Հ֊ՀՀ՞., j
dy у dy

которые вместе с уравнениями движения (2) приводят в плоскости 
X к условию

Ф , др_ = A 1g О - tfctgO , 
du ds У 1 — /fl’sec’b 

причем
A _ dt \-\)(U-V)4 ՀՍԼՍ֊ V}

U-V 2^ — V(U- V)

U_ a^U- Ю|(2 '՜11»1 (24)
и - V 2z0al- V(U- V)

Из (19) и (17) для образов нашего слабо-искривленного ударного 
фронта в созгвегсгвую-Цчх плоскостях, с учетом того, чго на дуге 
окружности (17) у — я/tgO, можно получить

у = — V 1 — щ։ cos г = — тх cos т. (25)

Подстановка (25) в (23։ дасг условие в плоскости г на правой вер
тикальной стороне прямоугольника ()8):

— _D — A cos 2т _ 1 fi.
du՝ ds ճ!ո2հ b{~)

I) = 2B-^ - A. (27)

Дтя получения граничного условия на образе прямой (16) в пло
скости и> необходимо подсгазагь в (26) зависимость

_________
1)11

Однако, для выписывания решения этого не требуется: ниже мы будем 
jjpocto писать, чго на действительной оси ? плоское։и и>

17? Ժ՚|>

а\ Iх (?)] - D - A COS 2 X (?) при — Ос <?<Ос (29)

^[т(?)| = — sin 2՜ (s) при <«?<1/^
при ?<լ 1, ?լ> }jk.
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■ркчем при 1<?<1/Л |t(p)) = Aj/a։ определяется по (27) и (26), 
Ь з остальных точках этой оси b - 0. Из (24), (26). (27) нетрудно 

установить, что ճյ и р, непрерывны при — օօ<՜?<Հօօ. Соотношения 
Ю5), (29) дают постановку однородной краевой задачи Римайа-Гиль- 
рср.д с непрерывными коэффициентами для функции

г==^ + ^-
Ժ® Ժփ

(30)

§ 4. Решение задачи Римана-Гильберта

Нетрудно установить, что индекс функции л։ ф 7ծ։ равен нулю, 
к решение задачи (15), (29) представляется в виде [2]:

։/*
— I ArctgВ |А(С)] 
я J Լ — и»

Arctg ծ ի| = arctg ծ ի] - /г
0 при “<Ь
1 при -։ < т < ՜;
2 при '^>'л

(31)

1 D— a recos — •
2 А

1 Dт. =֊- - --------arccos՛------
2 А

Здесь հ — переменная интегрирования в направлении оси ?. Опреде
ли входящую сюда постоянную 3 и получим формулу, дающую рас
пределение давления вдоль искривленной части ударного фронта. 
Ли формуле Сохотского имеем для внутренних предельных значений 
робого на разомкнутом контуре — отрезке 1<с<1/Л, интеграла, 
кодящего в (31), который .мы обозначим через F (<$.):

= 1 C-ArctgW - .. 1)(1 _ кг.2) dh
С,) С — <р

о

-t Arc tgZ>(՜) In
I — Ло i- Arctg b (t). (32)

Г

Здесь учтено, что arg [(1 —• 6о)/Л (о — I)] =-0 и в интеграле произве
дена за^на переменных по (28). Необходимые д я подстановки сю..а 
йяясимосги С(Л) или, что одно и то же, ?(-) образуются из (20) 
следующим образом |6|:

(33)

V здесь дополнительный модуль эллиптического интеграла (20). Из 
(30) и (31) имеем
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iRer W= L^ = _ rթ ? ժ? Հծ’Ի(փ)| + ւ exp (4ReF*} (
.Условия для определения нам теперь доставит второе соотношу 
(22). интеграл от правой части которого по отрезку (—/п։. тЛ 3 
мой (18) (или его образу) равен в нашем случае 2v. Запишем jiff 
интеграл вдоль образа нашего отрезка в плоскости Согласно (Г 
(8). (25), (28) имеем:

ՑԶ Г 1 др Г) (1 -Л352) — = 2(.'И 
COS -

величина
1 fJf)

- подставляется сюда из (34). Распределение даал< 
> а?

вдоль искривленной час.и ударного фронт;: получим, интегрируя (1
— - urcco»(v /я,)
I՜

’ а?
k^FUh.

I)

§ 5. Решение для давления

Из (31)с учетой (30) и уравнений Коши-Римана 
ходим:

интегрируя,

J £ <*? 
о

здесь нижний предел отвечает точке Г (см. фиг. I). и которой р= 
Вводя функции
х - exp I Сдг^ад 4 1

l*cj с ?)շ4-՚ձշ
о

֊С J (С —9)։ ք ձ*
о • ,

разделим действительную и мнимую части (31)

Г(Ч - Hsin ր֊ՀՅ^օօտ Г.

Величин д ՚9 и входящие в(3>), определяются разделением дей<
тельной и мнимой частей первого соотношения (33) |6|:

___ п/ 1 — ^,ձ Հ* Հ/( 1 — т/2) (I — •>,-) (1 — А*#Д

где
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т4(з) = տո k \ г/(т) -֊ $п /г'Ն (41)
\ Ն / \ G /

К(13) и (19) имеем зависимость гит от исходных полярных коор- 
ЯЯЯТ

1 , 1 -г г cos 6 - г sin <i .= - — In---------------» - =----- r arctg (42)
2 I—rcosO 2 յ 1—ր2

В обозначениях (38) решение для давления из (39) и (37) представ
ятся в виде

р = ? I A՜cos Yd՝j -MXsinLrf». (43)

Blвал расчета поля давления по заданным U, V и s необходимо ис- 
рьзовлть следсюшис формулы (последовательно): (16), (19), (21). 
՛? (25). (26), (27). (42). (40). (38). (39), (35). (43).

§ 6. Форма волнового фронта

Из (3), (6), (8) и (22) имеем для функции Z следующую зада- 
ij Коши

Ժ4. В I др
dy- V’ у ду

Б*
У = — /г/։ Z — — s£7zzzlt ™ = ւե', 

dy

1 ее решение

հ - nteeotf у՛.’«।) - - u rccoiO'/.n,)

f (' Rer<?> ■
Счя1։) J

о о
I х did._ . մ;„(]

cos т

В последнем соотношении символ Ф употреблен для выделения ве- 
»п11и, переменных при интегрировании по t, тогда как « в этом со- 
рзошйнии зависит от :, причем Ф(-) с(;) при - ֊ Такой же

Ешц имеет и величина у: у (;) — у(-) при - -

Вычислительный центр
(Нхховского государственного уливерсиг՛.-га Поступила 15 II 1965

Ивяпя ДН серпе фиэ.-лшт ппук. X՛ 5



82 С. М. Тер-МинисяниII. 1Г. ՏԵՐ-ՄհՆԱՍՅԱՆՅ
ՍԵՂՄԵՍ՛ 21>*Լ111'Կ11՚1. ԼՑՎԱԾ 11Տ11ՐԻՆ «Ս՚ՍԱՏԱՐԱԾՈԻԹՅՈՒՆՈհՄ 

ՀԱՐՎԱԾԱՅԻՆ ԱԼԻՔԻ ՏԱՐԱԾՄԱՆ ԽՆԴԻՐՐ

Ա մ փ и ւ|ւ ո ։ մ

Ստորին կիւ/ատայւածութ րոնն ղրաղեցնող սեղմելի հեղակի '>որխ[ոնա->1 
կան աղատ մակերևույթի մի մսէէէին հաստատուն ճնշում է կիրառված «պՆ 
պես, որ նրա ճակատր մակերևույթի և րկտ լնա ի} լամր շարմվոսէ է հսէւ-,
տատոճէ մեծ արաղութլամր (տես պտտկեր 1), "[՛ի հակադարձ մեձաթլՈէՏ 
հանդիսանում է, հարթ ավւոոմ ոդե լա լին խնդրի ւիո ր ր պարտմեւորրէ P'/rq/»-' 
արվում Լ ш и ու Utt ո։ սիրվող շա րմ մ ան տվտ ոմ ոդե / ա լնտ թ լուն ր չիւաիււոող ւՀ՛ 
ճակի հավասարումների լալն դաւււ Գի ֆրւռկղիալի ւոիրտ լթի արտւաւրսսւկերոմքւ 
վերին կիս ահա ր թութ լան վրա. Ջապլիդինի ձևափոխումը» 
ու. եղրալին պա լմանների դծալնացումր հարված ալին ճակատում ի/։ււ ա W.1 
տայիս ստանալ Սիմսւն֊Գիլրևրտի համասեռ եղրալին ի՚նդիր անափով I 
ֆոլնկւյիալի համար, որի կեղծ ու. իրական մասերը հանդիսանում են ււրոնե^ I 
ճնշման մասնավոր ած անւյլալներր րստ տվտոմոդ.ևյալին կոորղինաանե^իէ 
Լուծումը ճնշման համար արվում 1հ ոևւլուլլար րաոսւկուստւ/էսմււերով։

ЛИТЕРАТУРА

1. Багдоев .4. Г. Пространственные нестационарные дин желая сплошной срсам t 
ударными нолнлмк. Изд. АН АрмССР, I.релан, 1961.

2. Гах- я Ф. Д. Краевые задачи. ГИФ МЛ, М., J958.
3. LlghMil A.'. J. The diffraction of blast J. Procedlngs of the Royal society, Utt 

1949.
4. Ligntail! AL J The dlf:raction of blast II. Procedlngs of the Royal society. А2П 

1950
5. Ko'tui 11 E., Кабель H. А, Розе 11. В Теоретическая гидромеханика, г. И 

ГИТТЛ, I94S.
6 Сиироский Ю. С. Элементы теории эллиптических функций. OHTII. М.— Л.,.19% 
7. Янне Е. и jMcte Ф. Таблицы функпий. ГН Г ГЛ, 1948.


	69
	70
	71
	72
	73
	74
	75
	76
	77

