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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

Р М. КИРАКОСЯН

ОБ ОДНОМ ПРИБЛИЖЕННОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
БЕЗМОМЕНТНОЙ ПОЛЗУЧЕСТИ ОБОЛОЧЕК В РАМКАХ 

ТЕОРИИ СТАРЕНИЯ*

Хорошо известно, что соотношения ползучести для большинства 
конструкционных материалов характеризуются сильной нелинейностью, 
что приводит при решении даже простейших задач к значительным 
математическим трудностям. Это обстоятельство заставляет искать 
эффективные методы приближенного решения задач ползучести. В 
настоящее время существует много вариантов приближенного реше­
ния, основанных на различных линеаризациях уравнений ползучести 
[1—7|. Ниже рассматривается неустановившаяся ползучесть в рам- 
ках теории старения |1|.

Доказывается, что задачу ползучести можно свести к задаче 
неоднородного изотропного линейно упругого тела с переменными во 
времени параметрами упругости. Этот метод имеет некоторое пре­
имущество по сравнению с методом „дополнительных деформаций* 
[6’;, однако его применение но всегда возможно. В работе показы­
вается, что предложенный метод „переменных параметров упругости՜ 
с успехом можно применять к задачам ползучести стержневых си­
стем и оболочек по безмоментной теории. В конце работы дается 
решение задачи безмоментной ползучести и релаксации трехслойных 
оболочек вращения.

1. Пусть компоненты полной деформация Txv.--- опреде­
ляются уравнениями теории старения |1)

=,« + <։ = 2- [о, ֊ + =,)| + ±/(О/, է) (շ=Հ ֊«д
£ о

Тгу = ТлИ 1xv = /)тх> (xyz) (1.1)

I (/(’-'>֊)•

’ Работа доложена на V Всесоюзной конференции по теории пластин и обо- 
fc >՛*՛<՛.■. (Москва. 3—6 февраля 1965 г.).
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где £, * модуль упругости и коэффициент Пуассона материала, 
Հ и 5, — интенсивности деформаций сдвига ползучести и касательных 
напряжений.

Символ iavz) означает, что недостающие уравнения получаются 
круговой перестановкой букв х. у. г. Запишем уравнения (1.1) в виде

v = ֊jl’. »■<=. М|. ր,,-֊1~֊Ա.. to*). <i.J

£ £

где обозначено
£• • • 6' (J

3 /*/(-•;. Ո 2|3 Ի£/(յ,./)|
Уравнении (1.2) характерна к г некоторое неоднородное изо-1 

тропное упругое (приведенноеI тело с переменными во прсмеии по- 
ра.метрлми /? и **.

Попутно заметим, что при несжимаемости материала **®»0.5?
Таким обратом, задачу пол.учес ги теории старения можно свести 

к задаче неоднородного изотропного линейно упругого тела с перЛ 
меяными но времени параметрами упругости (1.3).

Если известно решение задачи произвольно неоднородного \п- I 
ругого тела, то с использованием формул (1.3) можно получить рс-;| 
шенне той же задачи с учетом ползучести материала, определяя при: I 
этом значения лераметров упругости £* и >- методом последом-1 
тел ьн ы х п р ибл я же и и и

--------- ^г֊.

3-£/(«/.» 2|3—'£(/., /)|

Принимая за исходное приближение решение задачи без учепЯ 
<°> <о.

ползучести материала, получим £* —£. •* — ն Как известно |6]. no ■ 
метод) .дополнительных деформаций* величины 7\у. (xyz) сле-| 
дует рассматривать как дополнительные, для отыскания который 
применяется метол последовательных приближений (при этом заЯ 
исходное приближение опять принимается решение упругой задачиД 
Преимущество этого метода по сравнению с методом „переменииЯ 
параметров упругости* заключается в том. что задачи ползу МОСТИ ГО.Я 
этому метолу сводятся к задачам того же однородного линейно уо-Я 
ругого тела с дополнительными де»|юр.мациями. Однако. для волучей 
ним //-ого приближения по методу .дополнительных деформаннД 
следует приближенно вычислить деформации ползучести целиком I 
(Л1 | </ր*~հ <я-П (*֊И <•-!» «я-Ь Ui!) й

/( Պ , Л (2 3» 3. 5;). з։ . П հ։¥, (.vylla
о В

В скобка» Maut-pxv оболнл чле7см номер приближения.
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При этом возможны случаи, когда ошибки определения /(=;, /) 
и компонент девиатора напряжений (2վ, еу з.), -.л (хуг) в ре­
шении задачи вызывают ошибки одинакового знака. В таких случаях 
процесс последовательных приближений или не сходится, или схо­
дится очень слабо.

Очевидно, что такое явление не будет иметь место при примене­
нии метола „переменных параметров упругости1*, так как по этому 
методу приближенно вычисляется лишь величина/(з,՛. /). а компо­
ненты девиатора напряжений, путем исключения, в процессе после­
довательных приближении участвуют со своими точными значениями- 
Поэтому, в смысле точности приближений, предпочтение следует дать 
методу .переменных пераметров упругости“ и при возможности при­
менять именно этот метол как более рациональный.

В задачах ползучести стержневых систем, в силу равномерности 
напряженного состояния каждого стержня, параметры Ճ* и >* зави­
сят только от времени и характеризуют однородные тела с перемен­
ными во времени упругими свойствами. Следовательно, в этих зада­
чах применение метода „переменных параметров упругости** не свя­
зано с особыми трудностями.

Нетрудно убедиться в том. что применение этого метода целе­
сообразно и в статически неопределимых задачах безмоментной пол­
зучести оболочек. На самом деле, в статически неопределимых за­
дачах оболочек по безмоментной теории неоднородность упругих 

■ свойств материала не влечет за собой особых математических труд­
ностей. При определении искомых функций интегрирования упругие 
параметры неоднородного материала входят в подинтегральные выра­
жения. Это обстоятельство не мешает проведению последовательных 
вычислений значений искомых функций. Кстати, применение метода 
.дополнительных деформаций1* в данном случае не облегчает, а, на­
оборот. усложняет процесс последовательных приближений, так как 

(л—։ ।
i в подинтегральные выражения, кроме величин /( -.՛ , Л, н этом слу- 

i.f> -։.։ (л- ։,՛ Ն (л—л
чае входят и комбинации напряжений 2 -«• а 5. . -<v, ••• 

I Uy?). Это обстоятельство ниже будет иллюстрировано на конкретном 
I примере.

Таким образом, в задачах ползучести стержневых систем и обо- 
I дочек по безмоментной теории целесообразно использовать метод 
I .переменных параметров упругости՜.

Ниже, в качестве приложения, приводится решение задачи без- 
моментной ползучести и релаксации трехслойных оболочек вращения.

2. Рассмотрим трехслойную оболочку вращения, слои которой 
I симметрично собраны относительно срединной поверхности. Будем 
| считать, что крайние слои изготовлены из одинакового материала, 
[а средний слой —из другого материала.
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Положение какого-либо параллельного круга срединной поверх­
ности оболочки будем определять меридиональной дугой а, отсчиты­
ваемой от некоторого праллельного круга а0 = 0.

Пусть рассматриваемая оболочка свободна от поверхностных на­
грузок, один конец ее (а—а0) защемлен, а другой конец (<* = /) 
растягивается (сжимается) по направлению меридиана на величину 
«о (О- В случае и0(/) = н0 «const произойдет релаксация напряжений в 
слоях оболочки.

Граничные условия запишутся следующим образом

м(0. 0 = 0, «(/,/) = «о (/). (2.1)

Как известно {7j, усилия оболочки по направлениям меридиан 
7, и параллельных кругов 7', в данном случае имеют вид

г, («. О ■= т* (л-l}=- тг^՛ (2-2)R2 cos’ ft /?։ cos՞ ft

где U (/) искомая функция интегрирования. Zx։, R2 - радиусы кри­
визны срединной поверхности оболочки, ft — угол между касательной 
к меридиану и осью вращения.

Очевидно, что
Тх (*. 0 = 2*։Ч» + 2՛ Л (х» 0 = 2ЛгЧ ։ + Л։Ч«• (2-3)

Здесь и 42 — толщины, а аа>։, տ₽։շ и । — напряжения но на­
правлениям меридиан и параллельных кругов крайних (с индексом 1)и 

среднего (с индексом 2) слоев обо­
лочки (фиг. 1).

Меридиональное перемещение 
с учетом первого из граничных 
условий (2.1) выражается через 
деформации по формуле [8|

(2.4)

Определяя полные деформации по соотношениям |1]

Ч / = ֊֊ (<Ч / - /) 4- 4֊// (”/» 0 (2ч. յ С/).
Et 6

Ч /я 4 v/c‘- /) ՜^՜ ք ՜ °*- $3
6

(ք,(*Խ ։> = ֊֊> և շ\ 
\ Պ /

для приведенных материалов слоев оболочки получим
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£/=------- 3-<---------- ,
34-(0/, О

. 6уу '■ i)
1 2[з -ад^. О] (7=1, 2). (2.6)

Решение задачи сводится к определению пяти неизвестных функ­
ций а֊.,. и I ՛ (է), относительно которых имеем следующую систему 
пяти уравнений

24,=,.. ։ = ֊է/(/>_,
л ..СОЯ- О

2Л։з?, ^37₽. — ստ
А\ cos5 О

*-.1 = ^.2. Sp, |-=з_., w (/, է) = //0(Г), (2.7)

(первое и второе—уравнения равновесия, третье н четвертое -усло­
вия совместного деформирования слоев, пятое неоднородное гранич­
ное условие оболочки).

(ля сравнения, ниже приводятся решения по двум методам: 
а) по методу .дополнительных деформаций-

LbSUl ''&L- '•М
cos5 О /Հ

Щ*)

0 !՛■ I
(Л) (»։ 

/ЛМ՛:
(»>
ЕЬ>հ..)

O.W !_-,/?շ) - v,R,) £, fl .
/?,/?, cos=» о;֊

'.л)

ձՀճքշ/ձյ
/Л-D;

(л^
(Цг)

RJi, cos5 О

/Л(

— 
//.

D(o = Dro(o!i - - 
I MOJ՛

է л՝ 
гг

COS (•

tn>

(л)
зз. 2 -

(Я)

4/(0

<л)

RjAjCOS^O

<«)
4-/М',

2A, ^-^.1. (2.S)
л.

(л)

/?։. ֊և^։ <:>
(2.9)

R

где введены обозначения

1y։lri
COSO J

(D? -Dl)
,)ff?R.cosJ8
u

4 i(v։ ն) /</<| Dz |(v։ 4֊ >3) (/?• 4- /?;) 4- 2(14- V։) R^\ j da

(2.10)
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л- = |
*<i Լ-b՜J *>2:J

լ> г: f,

/<. Aj \U\ iJz)

/Հ = EJi..-r2F.՝hv \EJk 2vs/:/։. Հ«Ա(/) Ղ

й) по метолу „переменных параметров упругости11

IM) (п) (л) («•
<«> /;;< /< 4֊ հ/<.) />:(/?-+ <А)

՜ /</?.. cos*~

ЛЛ>
/:' Ы

75-------
(/Հ)= (7Հ)=

<л> ։«՝ (л; (л) iwj
(«О /Հ(/?. ՀՋ,) /Հ(/?3 Հ/ձ) /.-: .«»
Հ . - il֊-------- ■ —1 —L • -J- . — Լ;(է}

/</?.cos։i> (2Հ’.)Ճ (D.)S

<Ո) (л) <л) էՈ) |ր/,ւ

■ л> • ■</?..) Е) Л R„ ֊I '‘}Rii <■■>՛.
------՜---------------------- • —- ---- ------------------ ---------Л//). (2.121

՝n) (fl) Ol> (ff)
{Հչ-^ Հ^շ) >;/?.)

/?j/?3 COS՜-' и

(л)

('/ՀՐ Փ.}2

■ /II
(/(/).

(л I
U if) -

cos Այ
_____ I

<л> <л> /Հ(/?յ֊֊(- /?■?)

— ։
(՞) I (fl) <л) Ol> „ .. (л) -. j (9 И)

•2 D-.RJE I ( Հ + Հ) LtyR] 4- RE) 2D; AV<J I ’

D‘{ = 2£jA։ t- EJi.. D, շՀք:\/:ձ Հճ>;. (2.14)

Сравнивая эти решения, легко заметить, что и обоих случаях реше­
ние задачи фактически сводится к последовательному \ гочнению зна­
чении неизвестной функции интегрирования Ս (/) но соответс гну ютим 
схемам последовательных приближений (2.9) и (2.13). !՝с.’։и по методу 
„переменных параметрон упругости11 н подннтегральпое выражение 

<л—1>
входят только величины քէ( . г), то по методу „дополнительных 
деформаций1*—приближенные значения деформаций ползучести цели­
ком (см. (2.6), (2.14). (2.13) и (1.7). (2.9)).
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Таким образом, применение метода ,дополнительных дефор.ма-

е1ем’
(«)4 А-Հ 

'-С.»Г

1 п 111 IV 1 >1 111 IV

1-10’ Ы0’ 1-10» 1 • 10е 0.5-10’ 0.5-101 0.5-10» 0,5-10»
0.93 0.97 0.95 0.96 0.36 0.43 0,41 0.42
0,89 0.94 0.93 0.93 0,30 0.40 0.39 0.40
0.85 0.93 0.91 0.91 0.26 0.38 0.38 0.38
0.82 0.91 0.89 0.88 0.23 0.38 0.36 0,37
0,78 0.89 0.86 0.87 0.17 0.37 0.33 0.36

НИй* н данном случае не облегчает, а, наоборот, усложняет процесс
слова тельных вычислении значении функций Շ' (г). Следовательно, 
осмотренной задаче целесообразно применять метод .переменных
метров упругости*.
В заключение заметим, что при несжимаемости материалов в

ях конических и цилиндрических оболочек кольцевые напряжения 
отсутствуют, т. с. слои оболочки не давят друг на друга. В этом

трудно убедиться, если значения >։ = •> 0,5, էհ — 2£> . v.
.ставить в соответствующие уравнения (2.12).

3. Рассмотрим задачу релаксации напряжений в трехслойных
шдрических оболочках крашения, 
Для конкретности положим

/?2 = /? — 100 см, I = 400 с.и, uQ = см, Zr։ = I см.

V, =0.2, », = 0.4, £, = 10 — (3.1)
глг

Հ, = 5-10> Հ. ք{(ն, Օ = Զյ(ՕՀ'Հ 
см-

2Л0 = Ю
(3.2)

В нижеприведенной таблице представлены результаты вычисле­
нии значений искомой функции интегрирования Ս (է) и параметров 
нрияеденных материалов оболочки Հ.

Из таблицы видно, что разница между значениями искомой функ­
ции f.’(t) при 3-ем и 4-ом приближениях не превышает одного про­

цента.
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Таблица
(Л) 

ն ն
<5.- ,
Z/(0 кг

1 II III | IV I 1 ւ։ I III IV 1 ** 111 IV

0,2 0.2 0,2 0.2 0,4 0.4 0.4 0.4 101.11-10* 101.11-10* 101.11-10’ 101,11-10’
0.22 0.21 0,22 0,21 0.43:0,41 0.42 0.41 83,79 92,31 90.62 91.35
0.23 0.21 0,23 0.22 0.44 0.420.42-0,42 75,39 88.19 87.11 87.84
0,2-1 օ,շշ!օ,24 0.23 0, 13 0,420.43Ն.42 69.32 85,27 83.74 84.12
0,25 0,22 0.25 0,23 0.45 0.42 0,430.43 04,44 82.69 81,61 SI .93
0,26 0,23 0,25 0.24 0.400,430.44 0. 13 79,69 78.32 78,32 78,45

Па фиг. 2 приведены графики функции ?(/)= для четы­

рех приближений.

Имея значения U (t). Е* и ՝гь напряжения вычисляем по форму­
лам (2.12).

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 23 111 I'M

Ռ. Մ. նԻՐԱնՈՍՅԱՆ

ԹԱՂԱՆԹՆԵՐԻ ԱՆՄ11ՄԵՆՏ ՍՈՎՔԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ ՄԻ 
ՄՈՏԱՎՈՐ ՄԵԹՈԴԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո է մ

Աշխատս։ թլան մեջ ցուլց I. տրվում է որ սողքի խնդիրք։ կարեքի է րէւ րել 
մ ամանակի ընթար/քամ փոփոխվող պ ։։։ րամ հարեր ւււնեւ/ող անհամ ասհո, 
ղծա/ին աոածդական իղոտրոսյ մ'ս։րքք1։ի խնղրին: Առաջադրվող մեթոդր ո[,ո1 
աո ավե քո։ ի! լան ունի <[ լրացումի չ դեէիո րմացիանե րի 2 հալտնի 16 j մե քմ ողք։ 
նէրստմ ամ ր։

Աալց է տրվում, որ ալն հաջռղռւ [Jլամր կարելի ի Հպաաղործել ձուլային 
սիոահմէւերի ե անմէէմհնա թա/լանթնևրի սողքի խնդիրների լուծման համար!
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Աշխա чип [Jլան վԼր^ւսմ սւրւիէէմ Լ и/tu աif ան եուսշհլւտ իք Шղանքմների անմւէ֊ 
մենտ սողքի և all լաքսա էյի ա լի խնդրի րււծւոմր։
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