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ТЕОРИЯ УПРУГОС)II

Л Л АГАЛОВЯН

ОБ УТОЧНЕНИИ классической теории изгиба 
л Н И 3OT РОП И Ы X П Л АСТИ н •

В работе делается попытка построить теорию изгиба анизотроп
ной пластинки малой толщины без какого-либо предположения, обычно 
принимаемого в классической теории. Применяя метод асимптотиче
ского интегрирования |. Հ|. доказывается. что, исходя из уравнений 
трехмерной задачи теории упругости, можно представить напряжен
ное состояние и пластинке в виде суммы трех напряженных состоя
ний. Первое из напряженных состояний определяется построенным 
основным итерационным пронес ом и распространяется на всю плз-
стику, при этом исх иным приближением этого итерационного про
цесса определяется напряженное состояние, эквивалентное класси
ческой теории [3. 4J.

Двумя вспомогательными процессами определяются 
ные состояния, быстро затухающие при удалении от краев 
Этими процессами учитываются краевые эффекты.

напряжен- 
пластинки.

Интегралы, определяемые этими процессами, в сумме содержат
столько произволен, сколько необходимо. чтобы удовлетворить раз
личным граничным условиям.

§ 1. Основной итерационный процесс

Рассмотрим ортотропную пластинку толщиной 2հ, которая при
нимается малой величиной по сравнению с 
рами. Выберем осн л՜, у декартовой системы

двумя другими рлзме-
координат в срединной

плоскости пластинки, ось г — перпендикулярной к поп и потребуем, 
чтобы положительные направления этих осей совпадали с главными
плправлениями упругости Основные уравнения теории 
ортотропного тела имеют вид | . 4|:

упругости для

уравнения равновесия

f. 4. 4 __ճ_ . о (յղ V։
(fx dy az

соотношения деформация - напряжение
• Работа была долокеш дги лзом на V ikecovuio.» к.ни|» чини 

оболочек к пластин (Моекпл 3 6 феврале 1965 года).

(1.1)

ио теории
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— - «ոՀր 4֊ a։s«y-r апЬ (Л. у, z) 
ox

(1.2)
ժօ> » .. . ժ<£' &fl _ ()v . Ои

-  tf-4-Г УЛ ՜ " «ГЛ*» ’.’. ՜-----Ւ .'Оу дг дл дг их оу

[Здесь и в дальнейшем будем считать, что (х. у. ?) означает, что су
ществуют еще два соотношения вида (1.1). (1-2). получающиеся из 
этих циклической перестановкой (х. у, z), (и, v, w)t индексов (1, 2, 3).

Граничные условия: пусть на наружной и внутренней плоскостях 
пластинки (2 = - ■ Л) заданы

= Ճ -i /> (х. у), г.- = 0, 'у։ =0. (1.3)

где/?(х, у) — интенсивность внешней нормальной лвгрузки.
Учитывая (1.3), из (1.1) можно написать

~ = 0 при z — ձ //. (1.4)
) 01
М Для интегрирования системы дифференциальных уравнений (1.1), 
>(1.2) с граничными условиями (1.3) и условиями закрепления на бо

ковых поверхностях пластинки применим метол, развитый Гольдеп- 
^аейзером Л. ,'Լ |||.

Назовем основным итерационный процесс, позволяющий нахо
дить напряженные состояния, не обладающие свойством быстрого 
затухания при удаления от бокового края пластинки. При построе
ний этого процесса принимается, что напряжения и перемещения не 
слишком быстро меняются по переменным (х, у), тогда как и направ
лении z эти величины меняются быстро. Произведя замену перемен
ной по формуле

г = АС, (1.5)

удем считать, что по переменным (х, у, '.) быстрота изменения на
ряжений и перемещений будет не слишком велика. В силу (1.5) 
оо сношен ня (1.1), (1.2) примут вид

ք /, ' *«•- _п (.V, ճնտ.. հ 0.
ох ду д\ дх Оу Ժ;

ди , dv .
— Պւ<» + ճւ։°>՛ = flisa* т*  ^։։=v ~ox 0 у

/Г1 4^ = а^х 4- f?:jGy -f- «Յյ5.-. (1.6)
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Решение системы (1.6) будем искать в виде

л-1
(1.7>

где Q — любое из напряжений или перемещений.
Принимается, что Qf4 = 0 при տ<Հ1.
г —целое число, различное для различных напряжений и пере

мещений. которое нужно подобрать так, чтобы после подстановки 
(1.7) в (1.6) и приравнивания в каждом уравнении к нулю коэффици
ентов при всех степенях А, начиная с низшей, получалась непро
тиворечивая последовательность систем уравнений для определения 
коэффициентов разложений (1.7). Такие значения г называются не
противоречивыми. Величину г выберем следующим образом

(Գր, 5у, -ху) ֊*  Г = X 4- 2, (-у5, TtJ->r = -z+1. o.—>r = 7.,

(«, т՛) -> г — z 4֊ 2, w -> г — х 4- 3.

Подставив (1.7) в (1.6) и учитывая (1.8), получим следующую^
систем}' уравнений Г

di(s> dz<s> շ
-dx֊+-# + -3F=° <*•֊՝՛>• 

, <4S> , ժՀ” 0 ?֊dx- + -gr + -dr-°՛
Л ) 

«ո0։ 4- а12ву 4-Քյ3^ ,

՜) U)
֊- ^ = аյշ՜ձ՜ ՚ т ՌշշՀ' ՚ ՜ր ОцсУ * ՚. (19)

_ո .в-2) . ո Յ’-2’ I , Ք'*>՜Ծ-~- ճ։յ<» +“53бу I ах&

, Ժ//!Հ' j.-i,
+ ~дГ =П5$‘Аг ’ ՜^՜փ՜ժր ՜Պ4^՜ 1

Решение неоднородной системы (19) будем искать как сумму 
общего интеграла однородной системы, получающейся, если в (1.9) 
отбросить величины с индексом, меньшим х, и частного интеграла 
системы (1.9). в котором все величены с верхним индексом, мень
шим Տ, рассматриваю гея как известные, т. е. представим

q(֊o= qgo _j_ q-ю (լ ДО)

Основной итерационный процесс теперь заключается в последо
вательном определении величин Q1՜' в порядке возрастания индекса 
s. Интегрируя получаемую из (1.9) однородную систему по ч, получим
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и™ =ՀսէՀ (х, у),

где

As} - 
zxi — ->cxl

9> = х т9>

(X. у).

(х. у),

= (i.ii)

+€ճ?.
(iw[} t \ 

— ,֊ °- (X, у). OX յ
յ*>  ---։ ֊՜ (7 շշ d'w

()x2
-4- «2:

Оу2

.(» __ 2

օ«0 Охду '

ք յ» 
° 1

Г?2 — (J

ժ-.<ձ , 
՜ ОХ ՜

ծՀԼ
ду

л.6>
O«.ryl 

Ժ>»

(1.12)

u
a

.(0 _ 1
°*  - - ֊3

օՀե Հ
Ох О у

(I

д 9 r'i?X^1 ' I 
дхт дхду ՜՛ dy2՜ |’

2 
i'2։

Отметим, что в (1-11) принято, что величины, имеющие внизу 
дополнительный числовой индекс. \ множат ։си на С в степени, рав
ной этому числу, и ивляются функциями двух переменных л՜ и у.

Частный интеграл сисюмы 0 9) можно найти следующим об
разом

№•<■> = р«1ГЛ՝-” + М*- 2) + «„4-411 л.
О

С С
■U-O7 = (1ա J tv;֊2> 0Լ- y^d^.

и и

1 I ՛ dv'<s} I 
йй| ду дх I

1 О 7*6)0-6» = — а.ЛЛ------- (А у. 1, 2), (1.13)
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г ле
Պ3Պ2

а

Очевидно, что величины, отмеченные звездочкой. будут являться 
функциями от х, у. Լ, более того, по Հ они представляют собой по
линомы. При 5=1 и 5 = 2, как видно из (1.13), эти величины равны 
нулю, так как Q<։> — 0 при .-?<!.

Теперь потребуем, чтобы напряжения, вычисляемые при помощи 
основного итерационного процесса, удовлетворяли граничным усло
виям (1.3) и (1.4), более того, потребуем, чтобы

-տ = _ԼՀՀ во> = 0 (տ> 1),

՜’- ֊0, -£=0, -ՀՀ>֊֊0 (տ>1) при z = A ('.= !). (1.14)(7Z

Так как задача об изгибе пластинки обратно симметрична. .. е. 
принимается, что искомое напряженное и деформированное состояние 
пластинки обратно симметрично относительно плоскости хоу, то ана
логичные условия будут автоматически выполняться при z — — к.

Учитывая (1.7), (1.8) и (1.11), представим (1.11) в виде

А'՜’՜1 (Հյ ‘ ’-V-I-Հ0*)  = Р„. где ֊ п. />, = О при х> I.
(i.isj

/1' ‘՜ՀյՔԿ֊Հ? Ւ-^’)“0. л' -(Հճ ւ-Հն Հ'/> - о. (л՛. У) 

Решим эту систему относительно ծ^', -о’с, ՜ՀՀ;,. принимая, что
внешняя нагрузка п(х, у) не зависит от Л, величины Q' и Q так
же не должны зависеть от А. Учитывая, что величины, отмеченные 
звездочкой, отличны от нуля лишь при տ>2 и положив у. = 0, по
лучим

Как видно из (1.16), об>—известная величина, так как р (х, у) 
заданная функция; Հ?/ =•(•). Подставив значения Հ?.' и ՀՀ в уравне
ния (1.12), можно из них найти остальные Q',1' и Q/', а учитывая эти 
значения, из (1.13) определяются величины со звездочкой. При տ>2 
з£? выражается через величины со звездочкой, эго значит, что при
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любых տ можно считать о<*>  известной величиной, если уже построены 
(5 2) первых приближений и, следовательно, (1.12) образуют систе
му, из которой можно определить

* У Лохвицкого толщина пластинки принята за Л, у нас эта толщина—2Л.

«՛,՛>, -Հ-. °Й’. Հ?. ’й
Решение этой системы приводится к следующему неоднородному

даненню четвертого

‘ (JX*

порядка относительно

I 2D. <М։>

= --== • D. 
12а 12<շ

гу 1 /2а /;э= (---- Պւ
1Հ \

ilj֊
6

3 (Л<:оуц . D =
' ֊ Ժ/'

ЪЭ
շ ’

Ж

Нетрудно проверить, что эго уравнение при х — I совпадает 
уравнением изгиба анизотропной пластинки по классической теории 
|4|, для этого нужно учитывать, что -к{>1‘ = h*w*.

Таким образом, исходное приближение основного итерационного 
•процесса совпадает с классической теорией изгиба анизотропной пла
стинки. Легко проверить, что уравнение (1.17) для изотропного тела 
превращается в неоднородное бигармоническое уравнение. Из этого 
уравнения, как частный случай, можно еще получить соответствую
щее уравнение для изгиба трансверсально изотропной пластинки.

В заключение этого раздела заметим, что если определить , 
:у.о и из уравнений (1.16), то последнее соотношение (112) для 
<:՛ удовлетворится тождественно, так что это уравнение не является 
независимым уравнением и не будет влиять на ход получения (1.17).

§ 2. Вспомогательный итерационный процесс

Вследствие особенностей загружения краев пластинки у этих 
краев возникают дополнительные краевые напряжения, которые, бу
дучи локальными, могут быть соизмеримы с главными напряжениями 
основного напряженного состояния, поэтому их учет имеет особенно 
важное значение, однако учет этих напряженных состояний невоз
можно описывать уравнениями ochCejCio иге pci hchhcjo процесса 
так как этими уравнениями описываются вообще напряженные состоя
ния, не затухающие по удалении от краев пластинки, между тем 
напряжения краевого эффекта быстро затухают по удалении от краев. 
,'1дя учета этих напряжений, следуя А. Л. Гольденвейзеру [I ], будем 
строить вспомогательный итерационный процесс для анизотропных 
пластинок, при помощи которого можно находить напряженные со
стояния, сколь угодно быстро затухающие при удалении от некото
рой фиксированной линии плоскости хоу. Для простоты примем, что 
эта линия есть х = (), а затухание происходит в сторону .հ<Հ0.
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В уравнениях (.1)н(1.2) перейдем к новым переменным по фор
мулам

л = Л:. 2 = АС. (2.1)
Эти уравнения примут вид

Л-*^+ + Л _0.
«я ду ժ: Л՜' =0.

cl ду Ժ1

Л՜
Ժ։ ду

-А’ дь — О,

л ՚ ժյ
Ժ; ր Պ»9< * Оц^г 4

dv
» ап9л 4- д„оу 4- дма„

л ֊։ -1 dv . dw
о» </, ду

,_ । / ժտ , ди \ ди ,_| &v
k (л- ’^ ) = а^хг' —- 4- А = а„~.л,.

\ О: Оу дг

(2.2)

Будем предполагать, чго скорость изменения искомых величин 
по переменным у, С не слишком велика Решение системы (2 2) 
представим в виде

։-Ք
Я= հհ у A<J 

յ-։
(2.3)

где R — любое из напряжений и перемещений.
Считаем, что R{ * տ- 0 при s " 1. q — целое число, различное для 

различных напряжений и перемещений и выбирается так, как выби
рается число г в основном итерационном процессе. Для вспомогатель
ного итерационного процесса сущее в>ют дна варианта нспротиворе- | 
чивых значений q.

Первый вариант

(^у, Тух) ֊*«/= — X. ( = ,. Зу, -«) —<7 = - * Ь I (շ 4) 
(и, х») — q = — ։ 4- 2. t; — 7 «= — X + I,

второй вариант

(«г. су. з/։ = — К 4- I, («=,». тк) -</ = ֊֊ л. 4-2 (2.5)1
(и, w) — q= — 4- 2. ц-»•(/= л + 3 В ]

(*,  X пока произвольные числа)
Этим двум вариантам непротиворечивых значений q соответ 

ствуют следующие два варианта вспомогательного итерационного про 
цесса, получающиеся из \ равнений (2.2).
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Первый вариант

_ՀՃ 
d- dy (Հ

ди(л 
д\

= 0,

ժօ(#) dw“--՝ -а Հ$}
ժւ՚1տ> -■֊ ди^ - а

д\ ду Ժ; ду 6в'лу’

ժՔ’ ժ?;,! , Лй д±՝> . Л»1 ԺՀ5’
Ժ; ду 4 л“ = °' di + -ду---------5Г ='

= ՈոՀ* ’ + «,/,՝’ 4- Պ/Л
> (Й О) |

()у =Պ/ր -гая4Чв

di№ dwM
Ժ

О,

-а j5)HjjoV ' 4- «2։Հձ' а334Лdw"s
ժ:

(2.6)

(2.7)

Второй

±^Լ
д- Դ

вариант

°‘ХУ__
ду

dz^
ժ; = 0,

д^

о.

Рассмотрим

di ду ՚
д^

= о,

Ои - л „<•՝’ Ո ■ п — аиох ֊• ,

Ov1՝'

ду ֊Պշ-х . «иЛу

Հ\'

dw(s)
^дГ

— 1— •bj-’x 4-ՊյՀ*'  •

ди^‘ dw'՝'
=ժ; + d\

л_<՝> c?xvv
di ' dy

dw{*> , .U) dv^ ,
о.

первый вариант

О,

дц М - а 
д— -

(2.8)

(2.9)

вспомогательного итерационного
процесса. Система (2.6) при пренебрежении членами с индексом
(я 2) составляет полную систему относительно неизвестных Հ՛Հ • л у у*.
v Վ Поэтому общее решение (2.6) представим в виде

Rls) = R\ Ւ R\'s\ (2-Ю)

где /?!՛"— интеграл однородной системы, получающийся из (2.6), если 
принять величины с индексом ($ — 2) равными нулю. R* (s)— частный 
интеграл системы (2.6), где величины с верхним индексом (s — 2) 
считаются известными.
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Система (2.7) составит полную систему относительно неизвестных 
Հ.Ղ 37‘։ ՝V-- 11 Ч’ w'։ > если считать ՀՀՀ, Հ,լ?. ս՝Հ| известными ве
личинами. определяемыми из системы (2.6). Поэтому решение этой 
системы представим опять в виде (2.10), где /?{ ” будет означать ча
стное решение системы (2.7), где принимается

-(.*)  -i>) _ -ОН 7(0) =
.гу .гуР ’у/ *угР  I •

АА ' частное решение системы (2.7), если положить

лу -.гуГ > уг y.՝J • 1 Կ

и считать эти величины известными.
Решение однородной системы, соответствующей систем» (2.6), 

приводится к отысканию функции ։Г '(;. Ն у), удов, створяющей еле- 
дующему уравнеиию

ժ։։րււ>
д«։ ~)Р՜ ՜1՜°**  ՜ ժ* ։ = Г՜ ՞ (2*  • 0

В самом деле, вводя функнию напряжений Ч ио формулам

, ժ=4- ■ ,,, _ 0=4՜
•д\ - -jyl — «Ц ^го ’ -у.֊ — -у.-l О||Л •

(2.12)
^.<)=

<7:

мы удовлетворим однородной системе (2-6). если 4' будет удовлет
ворять уравнению (2.11).

Решая уравнение (2.11), найдем Т ' = ‘Г '(=, 2), где в ‘Г пе
ременная у будет входить в качестве параметра. Для нахождения 
частного решения (2.7) подставим туда значения ՀՀ,հ։. :՚Հ'. Полу
чается следующая система

о1՝։՛՜*
Ժ; 1 Ժ;՜՜

д£1 , дз^ _
Ժ; ՜1 Ժ' "ло Ժ:Հժ\՛ ‘

" r (2J3>

Հ?՛ = - В.
2 3 ծհՕ\՝

Ժ:
4 ր<յ>•чи5,г 4՜ -Ն

,/-‘Г 
дсбу ՚

ժճ՚ 
ժհ

-Д3֊' Л-'“ •! °:’Г'
— -Ч12-л- , Կ “ЭГ (!՜ "

где



К. ь'орил изгиба анизотропных пластин 25

ճսճ3շ а~ Պյճ» ~ °։2^гз
• • 11 :г։ • • • ։*  ------ •

Օ։տ Ц22

^յյ^շշ ^23 , 44^88^1*  , ^4l^6Ur723

1 ая.. յ ո,. 4 rt։<
(2.14)

/Հ = -^֊ ^/շյ 

(1^
/i լ_- 2ձճ(1ր։<} 

Պ։
FL

Учитывая (2.11), нетрудно проверить, 
ме (2.13). если примем

что мы удовлетворим си-

2մ“ 'дуд-'
crT0 
д’ду

z)2 я,'

4'՝ - 4,’ - (2Տ,«„ я,) • 4'1 = 41’ - о.

ЛЦГ<'

"{31> «<*> « (Д3 ֊ շ.4ոՊ։) Ճ__Հ, (շ. 15)

где
( ’ — - ^ll<Z-i4 -Ь ~ ֊^J.'rt4l՛

В этом варианте вспомогательного итерационного процесса, если 
определены "Հձ՚, г՛՛'’, то остальные неизвестные определяются по 
формулам (2.15), поэтому эти неизвестные назовем основными, а соответ
ствующую ей разрешающую систему однозначных уравнений (2.6)— ос
новной системой, которая представляет собой систему дифференциальных 
уравнений задачи о i.py нении анизшровных призматических стержней с 
осью, проходящей вдоль оси у. Решение этой системы приводится к 
нахождению функции ‘Г , удовлетворяющей уравнению (2.11). Нетруд-

проверить. чго для изотропного тела уравнение (2. 1) превращается
ч гармоническое уравнение. Отметим также, что для изотропного 
тела գ=ր2-0 и, следовательно, «՛՛•՝> = (), чго согласуется с приве
денным в работе [1] результатом.

Теперь рассмотрим второй вариант вспомогательного итерацион
ного процесса. Как и в первом варианте, решения систем (2.8) и (2.9) 
будем искать в виде

R‘s>^ /?Г. (2.16)

Для системы (2.8) R'tf означает общее решение однородной 
системы, которая получается из (2.8), если принять там величины с 
верхним индексом (-s' —2) равными нулю. /?нА> — частное решение си
стемы (2.8), в которой величины с верхним индексом (х 2) рассма
триваются как известные.
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Для системы (2.9) — частное решение этой системы, если
положить

0О) _ -(*>  — -гСО ,3(О = 0О> дО) = 0(4 и(л) = W(y) _ дасл•*  -«14 ль А<-1| у JflB' * aII II ’ II 

и считать эти величины известными.
/?пл>—частный интеграл неоднородной системы (2.9). если в ней 

принять
_(.о _ -*(<)  _<») _ •<«> յօ •($) » _ _•<#> Պր — З.т11 . — VrzH, эу — 5у11 . -*г  — Згц ,

~ /zjco, и»<-0 =

и считать эти величины известными
Очевидно, что /Հ{Ն и Ջււ?) равны нулю.

Покажем, что построение решения /?н՛' сводится к отысканию 
некоторой функции Փ<Օ(Լ Q, которая удовлетворяет некотором) 
уравнению в частных производных четвертого порядка.

Отбросив в (2.8) все величины с индексом ($ 2) и исключив
а<*>,  получим систему

dw(s> (Ք) 
4՜ —“ ^55тдг

Я 1 Ժ’
±ՏԼ+^Լ=Օ

du(s} 
дГ

— 4 ^.֊ = М?Ч/։В^. (2.17)

<Խ<տլ 
՜ ժ;

где коэффициенты Аг*  определяются по формулам (2.14).
Эти уравнения составляют полную систему относительно , 

«(քԼ '(ր՝Լ «<յ>. w(J) и no смыслу совпадают с уравнениями плоской де
формации в плоскости (:, О. Заметим, что эта плоская деформация 
отличается от обычной плоской деформации. Здесь учтены свойства 
материала по третьему направлению (коэффициенты а21, ай). 
Поэтому, следуя С. А. Амбарцумяну |3j, назовем ее обобщенной 
плоской деформацией.

Вводя функцию напряжения Ф° по формулам

= ֊Л2_. г„ =х„11 = -ж-, (2,18)

решение системы (2.17) приведем к отысканию функции Ф<ч из урав
нения

л4ф«) Э4Ф(,) д‘Ф(э)ԺՀ +(2.41։ + ^) -^?֊֊1-.4п ԺԼ -0. (2.19)

В частности, когда имеем изотропное тело
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= .4„ — —֊֊• 2<4134- as., = 2^֊—•
г. Է

уравнение (2.19) превращается в бнгармоническое уравнение.
Теперь найдем частное решение системы (2.9), принимая э(у։) = 

֊ :u>։ «<(•»> — :հօ։ «о» = за известные величины. Принимая

յօ___ш
՝уг — *угП

, Ժ*Փ<-' Չ
1 оУ)у ‘-ту .(•ОхуП

, Ժ2Փ<4>
1 օ\օ\՝ ՚ 12.20)

мы удовлетворим первое уравнение системы (2.9). Из последних двух 
уравнений (2.9) можно получить

ԺԴ ° д-.у2 , д'(х}
“ ~Պ։ ժ; • а՛16 dZ ду

Откуда, учитывая (2.18), определяем •ujp 

^>=է,օ)=Հ ԺՓ(Հ'
(2.21)ду '

где

' (^։^и 4՜ ^а^вб 4- 
«4

Таким образом, во втором варианте вспомогательного итерацион
ного процесса основной является система уравнений (2.17), из кото
рой определяются о(։՝։{, У-}’, оро։ н{*\  «'(9, так как остальные не
известные легко определяются но формулам (2.20), (2.21).

Построение решений Ջ?" и /Հ!տ) каждое в отдельности сводится 
к интегрированию системы уравнений, эквивалентной одному неодно
родному уравнению второго порядка и одному неоднородному ли
нейному уравнению четвертого порядка. В частности, для изотроп
ного тела эти уравнения превращаются соответственно в уравнения 
Пуассона и в неоднородное бнгармоническое уравнение.

Напряженное и деформированное состояние в анизотропной пла- 
хтннке представим теперь как сумму трех напряженных и деформи
рованных состояний, определяемых основным итерационным процес
сом и двумя вспомогательными итерационными процессами и потре 
буем, чтобы определяемые таким образом напряжения удовлетворяли 
раничным условиям (1.3). Та к как мы уже потребовали, чтобы на
ряжения. определяемые основным итерационным процессом, удовлст-
ряли граничным условиям (1.3). то потребуем, чтобы в обоих ва- 

иантах вспомогательного итерационного процесса в каждом прибли- 
(ении выполнялись однородные граничные условия (1.3), тем самым 
удет обеспечено выполнение (1.3) для суммы интегралов, соответст- 
ующих всем трем итерационным процессам.

Потребуем также, чтобы интегралы, определяемые двумя вспа- 
югательными процессами, обладали свойством затухания при удале-
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нии от հ=0 в область ;<0.более того, потребуем, чтобы ,
R\i'. /?нЛ в отдельности обладали этим свойством. В общем эти un
it тралы содержат столько произволов, сколько необходимо, чгобн 
удовлетворить этим требованиям. Кроме того, в этих интегралах 
нужно сохранить некорые производи для удовлетворения граничных 
условий на боковых краях пластинки.

Как видно из формул (2.12) и (2.15), мы удовлетворим одно
родным граничным условиям (1.3), если потребуем, чтобы

Ժ4’՝^
Հ =n при : 1.

Таким образом, нужно искать решение уравнения Г2.11) в пол у бес
конечном прямоугольнике հ < 0, ’ 1. Найденное решение должно,
удовлетворять условию (2.22) и должно быт՛., таким, чтобы определяе
мые по формулам (2.12) и (2.15) напржения н перемещения обладали 
свойством затухания при — се.

Во втором варианте вспомогательного итерационного процесса, I 
как видно из формул (2.18) и (2.20). однородные граничные хслоьия 
(1.3) будут удовлетворены, если потребовать, чтобы

фй>- 'նօ при :֊ -1.
(2.23)

Таким образом, искомая функция Փ' юл ж на в нолубсскон<_ - 
ном прямоугольнике ; <0, ՜.— 1 удовлетворять уравнению (2.19,;.I
условию (2.23) и обладать свойством затухания при : ֊> =«. Отмел!
тнм. что нахождение такой функции даже, когда Ф"' удовлетворяем 
бигармоническому уравнению (изотропное тело), связано с некото
рыми математическими трудностями.

Рассмотрим первое однородное уравнение (2.6) и два первых 
однородных уравнения (т. е. в этих уравнениях величины с индексом 
(х 2) принимаются равными нулю) системы (2.8). Будем интегрпрс- 
вать эти уравнения но ; в пределах ( оо, 0), а по ’ в пределах з 
(—1, 1) и учитывать однородные граничные условия (1.3) и усло
вие затухания напряжении При : —> — Ос. Получим

4.1 4֊1 -bi
(«Й|Л«0. [W- = 0- ք^՜=0 при 5 = 0.

I _ ! - 1
(2.24)

Теперь умножим первое однородное уравнение системы (2.8) на Լ 
а второе на ; и проинтегрируем в пределах (—ос, 0) по 5 и в 
( I, —1) но ч. Сопоставляя результаты интегрирования, получим 

0 при ■ = 0. (2.25)
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Условия (2.24) и (2.25) показывают, какие требования нужно иакла- 
|лыв:*ть  на граничные значения -'л'п, Հձ։ւ, ՜՜-.?ւ при определении /?'• ' и 
/?Г, чтобы обеспечить иевозникновение разрывов на ребрах пластинки, 
т е. при ; —О, С=± 1. Эти условия имеют простой физический 
смысл. Они означают обращение н нуль нормального усилия, пере
резывающих усилий и изгибающего момента, создаваемого краевыми 
нормальными и сдвигающими напряжениями, что в совокупности дает 
фактически условия равновесия (э смысле Сен-Веиана) края пластинки 
гЬо.ч действием краевых напряжений.

Таким образом, напряженное и деформированное состояние в 
Ынютрапной пластинке можно представить в виде суммы трех на- 

^пряже^ных и деформированных состояний. Первое определяется ос
новным итерационным процессом, при этом исходное приближение 
для этого процесса совпадает с классической теорией изгиба анизо- 
тропной пластинки. Два остальных состояния определяются уровне- 
нйями двух вспомогательных процессов В сумме интегралы, опреде
ляемые этими тремя процессами, содержат необходимое число произ
волом. обеспечивающих выполнение всех граничных условий на краях 
лдасгинки.

I Вопрос о граничных условиях для изотропных пластинок был 
шробпо рассмотрен в работе 11|, Полученные там основные резуль
таты верны и для анизотропной пластинки, так что мы снова не 
останавливаемся на этом.

А в гор считает своим приятным долгом выразить благодарность 
С А. .Амбарцумяну за проявленный постоянный интерес к работе.

ш։пут математики и механики 
АН Армянской ССР

Ереаансинн Государе .псиный
унниирешет Посгуиила 5 III 1965

I. 11.4.ԱԼՈՎՅԱՆ

Ան1Փ,ՈՏՐՈՊ ՍԱԼՍՐ1' ԾՌՄԱՆ ԿԼԱՍԻԿ ՏԿՍՈԻՌՅԱՆ ՃՇԳՐՏՄԱՆ ՍԱ11ԻՆ

Ա մ փ ո փ ււ ւ if

Աչիւատէէւթ լան //'/.<• փոր A է արվում կաոու քքևլ անիզոտրոպ բալոււկ ռա- 
М ւհււքան ահ и nt թ լա.ն ր > աոսՀհէք կրոսիկ ւււհ՚ււու./՛)լա’հ ւ/հք կատարվող որևէ 
^սնհլաթլան։

ԿիրսւոԼ քով ղ ի 1իե րեն ց իա լ հավ ա и ա ր ո՛ Ifhh րի ասիմ պտոտիկ ին ահ դրման 
մևթուլլւ. էրս/I/ է տրվում, որ, 1ւլնհ[ււվ աո սւձղականութ լան ւոևոու թ րոն հոա- 
'ափ խնրլրի հավաս արւս քքհերիր. անիդ աո րոոչ բարակ սաչի / ա րված ա լին ու 
ղհֆոքւմացիոն վիճակնհրր կարհլի / ներկա լացնե է երեվ> չարված աչին ու. դե- 
^Որմաէյիոն վիճակնե րի դում արի սւհոքով։ Աոաջին լարվածալին վիճակր 
փչվում է հիմնական և որոշվում Հ կաուո էքված հիմհական իւոերարյիոն պրո~
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դեսով։ Ս.)ն ճիչս։ է ամրոդչ սալի համար: 4>րլ պրոդեււի առա?.Ւն մ ft VtU^'v I 

րութլունր համարժեք է "'"էի ծոման կլասիկ աևսա [Jլանր։ Я
//* րոռ երկու պրո դ/էււներով> որոնք կոչվում են լրաւրււցիչ, որոշ4 

այնպիսի լարված ալին վիճակներ, Որոնք արադ կերպով մարում են Աք[ 

եդրե րիր հեոանալու. դեպ քու֊մ: Ч-լղ պ րո դեււնե րի միջույով հաչվի են ifiail^lU 
ե դրա լին Լ ֆեկանե րր:

ЛИТЕРАТУРА

I Голъденаейзер .-1. Л. Построение приближенной теории изгиба пластинки мето՛,1? 
асимптотического ипгегрироаани.ч уравнений теории упругости. П.Ш'. 1 
вып. -1. 1962.

2. Гольденбейзер А Л. Теория упругих тонких оболочек. Гостехнздат, М.,
3. Амбарцумян С. .4, Теория анизотропных оболочек. ‘Рн ։м.чтгиз, М., 1961.
4. Лехтщкий С. Г. Анизотропные пластинки. . осгехизлат. М.. 1957


	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30

