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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. М. СААКЯН

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ УПРУГОГО РАВНОВЕСИЯ 
ПРЯМОУ ГОД Ы ЮГО П АРАЛ л ЕЛ ЕПИ П ЕДА

Рассматривается задача об упругом равновесии прямоугольного 
рараллел^пйпеда, когда граничные условия на поверхности паралле­
лепипеда заданы в перемещениях. Подобная задача была рассмотрена 
к работе Э. Н. Байды |1|, где задача сведена к решению бесконеч­
ных сйстем линейных алгебраических уравнений. Сначала общая за- 
рлчз приведена к шести аналогичным задачам, в которых перемеще­
ния равны нулю на пят гранях и отличны от нуля только на шестой 
Грани. Затем каждая из этих задач в свою очередь разбита на две: 
1) когда на шестой грани и =- v = 0; w О. 6) к 0; v =£ 0; w = 0. 
Мтобы обеспечить разрешимость бескошчных систем, автор предпо- 
авгаст, что коэффициенты Фурье граничных функций являются вели­
чинами порядка не ниже (пт ) /г-г ш2 i '. Сходимость рядов иссле­
дуется только в открытой области.

В данной работе эта задача сводится к решению вполне регу­
лярных бесконечных систем и доказывается, что. если граничные зяа- 
ченкя перемещений֊ непрерывные функьии, то бесконечная система 
имеет решение, а ряды, входящие в выражения перемещений и на­
пряжений, сходятся в замкнутой области <— 
-eczCc.).

§ 1. Находим компоненты вектора смещений и (х. у, z), v(x, у, г), 
$(л, у, г), которые внутри области — а<х<а, -b^y&b, 

удовлетворяю г однородным дифференциальным y.aBie 
илям Ляме

+ 4-И)— = 0; hv^ + (>. + h)^- = °;
ох оу

ф (X + էւ) = 0. (1.1).
dz 

и имеют вид:
СО ОО

“ = «<Н 2
гл-0 л-0

X ОО ОО СО
4-У У ?!J?Cv)sina'A'cos V + У V Ч’Й (z)sln a/xcos^y;

1-։ л-0 /-lm-0
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Գ 4֊ У У /Հ (х) sin h„y cos ynl

■X ос ->: ас
4- У У է՚Հ՝ (y)cos։».tcos-*,T У У (г) cos а/х Sin (И 

J-0 “о |-о m-J I
~ * i

»е^т У У/„«։x)co$^ysinrnz4
ж-O.-l Ц|

rv ж՛ во оо
է՜ 2 У ^'(.VjCGS ИХ Sill 7„Г -b v V ’i'^ulcosa^.vcos^y. 

1-0 л-է ’-Ow-o

где

"о = Պ. + Պ* azy 4 a,:: v0 =* Ao -r M I 4 A4z; 3

&t> = ԳԴ1՜ - <-y -r «•»’- I

Учитывая, что при otcjtctuhh объемных сил перемещения яидякн* 
бигармоническими функциями, можно неизвестные функции /«а(дЯ 
•••'! •;„ (г), входящие к выражения (2). представит!» в следующем н«| 

է «л (х) — Атл sh z.-t'.x —knax — Cnnk,x sh A' aj,.jX — ГЛПлА’ш<ХС^В 

r/n (у) = ֊ԱՀ sh A-.,y \'Հ ch A՛, .y E’nkia у sh kt„ v -? Ei'n'ki,, у ch k(lJ

U’=l.2.3) ('d
(z) - A'f;; sh k;n r 4- Ch .֊ - sh k^.= G^WchwJ 

где

А’.ил = I ;5*w 7: . A*/n I 3: 4՜ rZ։ • klr- ~ I (4

— постоянные интегрирования, .между которыми cyia 
стнуюг следующие соотношения:

А>яА'4!» + (3 4 4 A’^D^ ֊֊ Ьп.Л'4'; 4 Тя^ = О. knnD'in 4- *4Й1 =1

А՝ИЛЛЙ - (3-44 knK Cl!; Тч.|ՀՈ = О. А^лС’Л 4-

D& - = 0. \,Я‘ - ъ F.,:՛ = 0, 3, //й = о. (Լ

֊ =■֊ 0. . ոձՀ - Յր ւՀ' «X 0, a, GJ-, - = 0. I
Ар, Им՜ • л*й(3 4v)Ffi ТЛЛЙ 0. / , • /ч,/^d

к,п.\ (•■ - 14Л’ wfi .„и;; <՛. . /..
А/ЖЧ-АГя,(3-44П|3я! О. «/Г/՚ձԿ-О

k!mLtt 4֊ ktm (3 -»VК?2 4֊ ЪКК - 0. .! а-р.,6Й^«



Задача равновесия прямоугольного параллелепипеда 33

§ 2. Займемся решением задачи упругого равновесия прямоуголь- 
о параллелепипеда — а л* '.֊.а, —b •<..)՛</>, - մ <гՀ. с, когда 
яичные условия заданы в перемещениях. Для простоты примем,

что деформируемый параллелепипед имеет три плоскости симметрии 
& 0, у ֊ 0. z = 0.

В силу симметрии, задачу можно решать для восьмой части па
радлелеМпеда (.v>0, у 0, z>0), требуя при этом, чтобы на пло- 

ях симметрии х = 0. у = 0. 2 = 0 удовлетворялись условия сим-
трки

л՜ =0 и = "л у = '.г.- ~ Ղ

у = 0

z Й
V = ~ху Ъу — 0, 

w = = -у. = 0.

(2.1)

1ичные условия для рассматриваемой задачи имеют вид

№/>(у. z) -
ОО ОО
У 5] aCT«cosbCTycos V, 

:п- 1

*=/s(y. г) =
ՕՀ ОС
У у/>m։։sinpmycosTfl*. 

т -1 « -1

При А' = л. 
0 < v< ь, 
0 с.

да=Л(у. г) =
05 '5О

У <?ОТЛ COS 3wy Sin Հո2.
1'1 ■ 1 ո - 1

(2.2)

2) =
օօ օօ
у V (lln sin а/ Л- cos Тяг, 
/-1 л-1

при у = л, 
0 < а а.
0 z с,

*=Л(*» г)=-
ос сю
у V//«COSа։хcostЛг, 

I л— է

да = /■; (л-, -) =
ОО ©о
2 2/.„cos»(xsInr„z, 
/-։л-1

(2.3)

«■ = /.(л\ У) =
ОО ОО
S У ^msina/xcos3wy,

I 1 я»-1

При Z = с, 
0 а а. 
0 < у Ь;

оо оо
■Р = /Ч(А, у) - V V hlm cos л. X sin Зоту.

Г-1 т-1
ео сю

«» /и (-<• У) - У </,т COS Л; X COS %,у,
Г-1 гл—|

где
л_ (2/-1)* 0 (2от-1)к v _ (2n-D-

2а ’ ՝т 2Ь ’ ՝а 2с

(2.4)

(2.5)

и АН, серия физ.-мат. наук. № 5
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Неизвестные функции f„ln (д')-• (?) и соотношения (1.5)
рассматриваемого случая имеют вид

fmn (л ) — «‘1/пл Sh kmnX ;• Din'nktnnX c!l kmnX,

(.V) = Вй ell kmRx С(т„ктпхsh kmnx, (i = 2, 3);

*/? (>՛) = sh kln у Ч- F^klny ch klny, (2.6

(>’) = A։/« ch k!n у -f- E(iaklny sh ki„y. (i = 1, 3);

‘HS (z) - sh klm z 4֊ G$kimz ch ktmz,

‘Й! (z) ֊ /.!!! ch klmz 4- /&lmz sh klmz, (/—1,2);

cS = ֊ &=- o,+ (3 - 4») D'2 k„„+4- 7„eS - 0. 
к աո

r'ntn Ria Kin

k,„ .ИЙ1 4- b„ (3 - 47) fg> + «, Afl,’ 4- 7,M? = 0, (2.7;

WtS 4- - 47) oS 4- '■։№ 4- ֊ 0,

h!H =■ - oS. //ff = - 4=- GS’*.
klm kim

где v — коэффициент Пуассона.
Удовлетворив граничным условиям (2.2. 2.3, 2.4), получим ря.’ 

соотношений между коэффициента мн интегрирования /Vj,!,՛ •• Раз­
решим эти соотношения вместе с (1.5) относительно неизвесгнш 
постоянных. Для последних получим выражения

ry«> _IJmr. —
Xmn Л'Г.Ц А гял

՛Հու ։ nk.mn C֊'l кmnd

>-ՀՅ) _  ___  Xmn
Շ՛ ' ։ 2 II•,Jn:Rtr։n Cl) Rfltn

A mn ։ кщп

• Л kmn (lh lif/ind-

a
FP Y‘a .1

i^rr.n - IH Rnir:-l

&>n’n — d i.l i-r!tnd

nkmn ch ktn.id 

Xmn

ch klllf,(i

। £гпл

а/ ьЛясЬ кщЬ 

րՀՅ) _ b K/n
Հուսար: ch k/fin(l Ch k.mnd a ^k;nchklnb'

ЛО) г/՞՝ 4Л I л .։, I, Л1 Лтд Ymt'mn . т^г,т-. = —1(3— 4v) -1֊ кт„а thЛдала| — ----- —---------------------—-----
hikmn ch кт nd кաո ch R mr.d

|I> /■. h '',t I _ ք/-'՚4 
ch kinb

£t i) b У in
'lln \“Rlnv ,

d • nkfn CH k;nb a Гл/v’MchW
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Л7,< - -- լհ W------- ,п--------------------------  (2.8)
a T„fc'nCh/e/Mfr ch klnb

ք֊յէԿ У Imilhn — — — — ՜ և— —------ •
Й -trJ'lm Ch kfmC

- h (3-4* ---- V'«----------- а2<ЛяЧ-Тп/м ։
a k{n ch klnb kla ch kinb

lfc>= ‘L.------- ----------- ;հ*,„ր+ e,m . Н% = -е -.X"'—.

I Л rm^tmCh k;mC L'll ktmC (I «/ k'„։ ch k ;mC

lfi'=-tliAw----- 4-—-—. <jg| = — Z'5------------------
« »/ k'm ch k!mc ch k!mc at Яmktlmch k!mc

nffi == — — (3 — 4» + k,mc th k,mc) — Z,n—--------*'glm +
■*.՛ CiJ k(m C k'm ch klm&

Входящие в (2 8) неизвестные постоянные Хт„, Kf„, Zlm должны быть 
определены из следующих систем бесконечных уравнений:

ес <о
тп ՜է՜ , ^>тп .гл 4՜ 'S b -„lnZtir. ՜| ^тп 0 (tfl, tl — 'l, 2 • • • oo);

T-l Г-1
co co

) Խ 4՜ \ С/отлЛ.<п/2 4 V ^1/։ч\У'т ~ Q/я = o 
nr — J n: - J

(/, /1 = 1, 2---сю); (2.9)

no «J
У In 4' У /?йг.лЛ mn ՜է յ՚/ոո ) tn 4՜ @!т — 0 (Z, til — 1, 2 • • • Oo)։ 

л ֊ J л-1

где введены следующие обозначения:

(i!mn
______ 4(- Ո^՞՚Յ՞^

a (.։-4֊)lh*„„a 
clr kmna

1
(«Т+ Հն2’

Clmn —

4( 1)։+л*?Лй«
a (3 - 4>)lh^ -֊

ch2 kmna

^k;n

(3 — 4v)th k!nb _հէո1լ_ I 
ci "kt„b I

(я/ I
(2.Ю)

b

I

____1 _
(r’ffi 4՜ ^ln)՜

4 (-DwMrX_____________ 1_____
b I (3~ 4-/) th kmb------ kl։l> I < ՜'ո ՜

ch’W
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4(- 1)'*•"»?*»( 
i-ԿքՈՈ — | Ь г

J(3-4>)thW-֊֊֊'^- 
ch2 ktnc

(ՀՏ-է-ճր

4(֊ 1)л>от &*'■■■• 1
kmt

I ch’fcflC

Ртя
P/п 1 /ւ^/па

(3 — 4v)thZfmafl- A «flA
Ch՜ Amn1^-

lv(_ -am„ .
C f_( 4՜ kmn

4»)th*(„6-֊*'<
ch- ktJ>

% I tilts 4՜ • njln 
kin

a/ ktnn 1 nkitn
՜Ւ kin

'3-) I^ma
4՜ k'lm

_ t'm Jin____
Y- lb* V{• и 4 Kim

Докажем, что бесконечные системы (2.9) вполне регулярны и ийек 
ограниченные сверху и стремящиеся к нулю свободные члены.

Пользуясь подобием бесконечных систем (2.9), докажем per՛ 
лярность одной из бесконечных систем. Имея ввиду обозначен(| 
(2.10), получим

■^та — Vl^rmnl'i 2 — г. .
Й Й A (3-4>)tliA-..;,..u ֊-1тл -

ch“ I՝ mnii
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Из (2.12) видно, что числа 5/лл<1. Представив эти числа в виде

= 1 — р,п„,
2 — 4vлегко видеть, что ? быстро стремится к пределу----------->0 при
3 — 4v

больших /я и п. Отсюда видно, чго системы (2.9) вполне регулярны 
при 0 -#<'0,5.

'Гак как функции/։« •-Д являются значениями упругих переме­
щений на боковых плоскостях, то они должны быть непрерывными 
и иметь кусочно-непрерывные верные производные в соответствующих 
областях изменения. Кроме того, они должны удовлетворять усло­
виям непрерывности па линиях пересечения двух соседних боковых 
плоскостей (л* — <1. г = <?), (х — а. у — ծ), (х = а, у — Ь) и условиям 
симметрии на линиях (y = Z>, z = 0), (\» = ծ. х = 0), (х = «, у=0). 
(х = a, z — 0), (г = с, х = 0). (z = г, у = 0).

Представив коэффициенты разложения Фурье • «Я/m в виде 
I а„,:^ )(- + (_ D—1Л(Д. +

4 I Вот ‘ п Рот Тл

-И-!)"-’ -|-0(4֊շ-Ղ ш.-2-”)
Նւ Рот

н подставляя эти выражения в (2.11), легко доказать, чго свободные 
члены бесконечных систем /}тп, Q;n. Gi„ имеют порядок

Ртл = 0(т—՛. /Г՜’’),

Qtn = O(er-,\ 

01т = 0(е-'՛. /г/՜’*), 
где

(е,>0, / = 1, 2-..6).

Причем, если граничные значения перемещений w, v, имеют не­
прерывные первые производные, то > 1 (/«=1, 2-««6). т. е. в этом 
случае свободные члены бесконечных систем (2.9) ограничены сверху 
и при возрастании индексов стремятся к нулю. Когда же эти функ­
ции имеют кусочно-непрерывные первые производные (например, при 
вдавливании параллелепипеда острым жестким штампом), то некото­
рые из чисел ч = 0, т. е. некоторые из свободных членов бесконеч­
ных систем, остаются только ограниченными (не стремятся к нулю). 
Но так как системы (2.9) оказались вполне регулярными, го это обстоя­
тельство не затрудняет оценивать неизвестные коэффициенты Хтп, Yin, 
հո с любой точностью [3]. Из уравнения обобщенного закона Гука 
и (1.2) найдем выражения для напряжений. Пользуясь оценками неиз­
вестных коэффициентов бесконечных систем |2], легко доказать, что, 
если граничные значения перемещений имеют непрерывные первые 
производные, то двойные ряды, входящие в выражения напряжений,
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будут сходиться в обласги (0 < х Հ. ак О < у < Ь, ()< г с). Если же 
граничные функции имеют кусочно непр-рывяые производные, то; 
эти двойные ряды сходятся в открытой области (0 0<y<i.
0<z<c).

Ереванский политехнический 
институт Поступила 26 I 1965

И. 1Г. ՍԱՀԱԿ&ԱՆ

ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ ԶՈՒԳԱՀԵՌԱՆԻՍՏԻ ԱՌԱՂԳԱԿԱՆ 
ՀԱՎԱՍԱՐԱԿՇՌՈՒԹՅԱՆ Ս՛Ի ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Հոդվածում դիտարկվում I; ուղղանկյուն դուդւսհեոանիււսւի աոաձքղական 
հավաиարակչրէ ււ թլան ի՚նդիրր, ^րր '/"'Տ/» ոանի սա ի X ft* у — £?, 2 ~С 
նիստերի վրա /• Ч/чи ւին սլալ/քաններր արված են ա ե ղ ա փ ո իր ու ifith րով ե սիմե­

տրիկ են ղու ղտհեո անիստի X = {)', \> 0՝, Z = 0 հորրթութլսւնների նկսոո-
մ ամpi

Խնդրի լուծոէմր րերվում է դծային հանրահաշվական հավա սարա ւքեերի 
անվերշ ոիստեէքների յուծմանր, ւրււ լդ է արվում, որ ալդ սիոտեէքեերը լիովին 
ոեդա լլար են և ունեն վերեիէյ ոահմանա փակ ու 0-ի ձդ՚ոոդ աղատ անդաՕնելՈ
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