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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Б. А-. КОРБУТ

ОБ устойчивости цилиндрической оболочки 
С УПРУГИМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ

В работе излагаются результаты исследования устойчивости ци
линдрической оболочки средней длины с упругим заполнителем. Рас-1 
с.матрнваются три вида нагружения: внешнее радиальное давление. I 
осевое сжатие, кручение. Задача решается в линейной постановке с I 
помощью уравнений пологих оболочек.

Оболочка считается тонкой и работающей в пределах упругости.] 
Граничные условия на торцах соответствуют шарнирном} опиранию 
и защемлению, допускающих некоторое равномерное радиальное 
смещение ]1|. Последнее обеспечивает безмоментное докритическое 
состояние.

Упругий заполнитель моделируется винклеровским основанием с 
постоянным коэффициентом .постели", величина которого считается 
известной.

§ 1. Внешнее радиальное давление

Исходная система линейных уравнений пологих оболочек имеет 
вил (1]

Ц . , I Ժ’Փ Л’ о о’сс՛ а ...V-V-JC. 2-—---------՝< (])
// R дх- Ох- <1\- ОхОv h4 •
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(2)

Здесь: а՛ радиальный прогиб. и <?у докрнтические нормальные 
сжимающие напряжения соответственно в осевом и окружном направ* 
лениях, - докритическос касательное напряжение. Ф функция 
напряжения, Vs оператор .'1апласа, />—цилиндрическая жесткость, 
/:՝—модуль упругости материала оболочки, R и // — соответственно 
радиус и толщина оболочки, а коэффициент „постели՜ заполни
теля. х и у координаты вдоль образующей и по окружности.

В рассматриваемой задаче следует положить <,=հ = 0.
Напряжение gv найдем из условия равновесия и деформации эле

мента оболочки [2]
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= <?ձ, 
Ло

где
’օ/Շ
Eh

(3)

(4)

В (3) и (4) </— внешнее давление, а., — коэффициент „постели*1 
заполнителя в докригипеском состоянии. а — коэффициент Пуассона.

I _ d\՝— I - f ------ u—dy = 0. (9)J dy ■ J ԱՂձԺ дуЧ R
0

найдем функцию напряжений
И . փ= -------- Տ1„«Տ|„Ջ. (10)

+ ~)՜ ՛■ R
\ 1.П-/

В отношении найденной функции напряжений заметим, что, если 
граничные условия по осевому напряжению удовлетворяются в каж
дой точке, то по касательным напряжениям удовлетворяются лишь 
,в среднем՝՜.

Внося (6) и (10) п уравнение равновесия (1) с учетом հ։ = - = 0, 
получим выражение для давления

Определим критическое давление при различных условиях опи
рания торцов оболочки.

а) Шарнирное опирание.
Граничные условия имеют вид при х = 0 и л՜ /

ժ2 * * * * * В̂
К) տ= — — 

ах՝
0. (5)

Удовлетворяя условию (5), частное решение системы (1) —(2) 
ищем в виде

. , -х . пу w=jsin sin ■.
1. ւՀ

(6)

где/. длина оболочки. / стрела прогиба, л— число волн в ок
ружном направлении.

Подставляя прогиб (6) в уравнение неразрывности (2) и решая 
его с учетом граничных условий и условия периодичности окруж
ного перемещения ?

=0.
<v= Л .0.1

Mt

J дхду од

(7)

(3)
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1 И* 'Չ
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Здесь введены следующие безразмерные параметры

<1
<//?:

•’о Eh Eh

Т.Р 
ու

п*Л
՜ն՜ (I

Выражение (11) можно 

’Hi

упросит.. если принт». ba 1
н« «I

(131

Из условия

"" -о
ап

c j четом (12) определим 
ноли

критические значения давления >1 ЧИС.11

ՀՀլ
՜ R I.* h n':v

R 1 ш----  —
հ ч «р

(15),
/<“ А*

—!— " - -«՛, - з=4 — - о.
12(1 ֊ U=) R՝ " ■”

б) Защемление.
Граничные условия имеют вид при .г = 0 их — !

ай-
հլ՛ = — = 0.

дх

С учетом (17) частное решение (1) (2) ищем в виде
- . пд . nv

и* = /sin- —sin —— •
L R

Решая уравнение неразрывности (2). получим

Ф = -

(16)

(18)

2EfR^
COS

\г.х , tty 
/. я ■ (19)

Выражение (19) удовлетворяет условию периодичности 
луюшим граничным условиям

.-«л՛
(• о’Ф| — с/у = о,
J ^5" « од

(9) и ело

(20)

ՀՀՓ 
дхду

« и.
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Здесь имеет место обратная картина: граничные условия по осе
вым напряжениям удовлетворяются .я среднем", по касательным 
и каждой точке.

Внося найденную функцию напряжений и выражение для про- 
гийов (18) в уравнение равновесия (1) с учетом =ж = - 0, найдем, 
используя метод Бубнова-Галеркипа 

о

9(1-4=)
^ = 5 3V . 16 Ո4 1 , «.| г -|՜---- ------------— — . —

Ъ/ 3 (40=4- I)1- Т4 т,

Считая юврежнему о- ]. окончательно получим

= г հ :i-i! ,4)
9(1 ֊ր) 1 /4 /? Ь R /

16 _t A” R 1____ - R

3 լէ հ /ց-= и* ’) r,Z h
(23)

Критическое давление определяется из условия (14).
В качестве примера рассчитана оболочка с параметрами «0 = а;

, R 1 h 1
n֊u,o; — —: = • Результаты расчетов представлены на

/ о А» 250 ՜ 1

4’1՛- |. Зависимость критического ынленин от жесткое и» 
заполнители при внешнем шнленнн.

•?и 1—а. Как и следовало ожидать, заполнитель существенно повы
шает критическое давление при обоих типах граничных условий.

Влияние условий закрепления оболочки на величину критиче
ского давления сказывается ипнь при незначительной жесткости за- 
4 (вс.ич Ml, сери« ф|||.«м>г. наук. .V >
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полнителя (ц>^ (),02). При больших шипениях •» критическое дали
ние практически не зависит от 
В связи со сделанным выводом

граничных условий (см. фиг. 1—<3>.
заметим, что сравнение случаев а) и

б) следует понимать в несколько условном смысле, в силу различ:
граничных условий по функции напряжений, отмеченного выше.

Фиг 2. 3jhhchm<x:i. числа волн по окружности
<>1 жесткости заполнителя при ннсшием пилении 

(шарнир).

Фиг. 2 иллюстрирует характер волнообразования, из когоро/ 
видно, что число волн в окружном направлении растет с увеличение* 
жесткости заполнителя. Попутно заметим . что непрерывное измене 
ние п надо понимать условно.

§ 2. Осевое сжатие

Здесь можно ограничиться рассмотрением лишь шарнирных гра
ничных условий, поскольку критическое напряжение мало зависит от 
вида крепления оболочки на торцах.

Используем уравнения (I) и (2), приняв - = О. Удовлетворяя1 
условиям (5). функцию прогибов зададим в виде

. тт.х , пу s’=/s։n sin ՜ -
L R

(241

где т число полуволн в осевом направлении, остальные обозначения 
прежние.

Подстамяя (24) в уравнение неразрывности (2) и решая croj 
будем иметь

Ф—------
/Лл«

f-.fR3*- ткх tty
' mVRi-Հ sln ~ s)n ft

Найденная функция Ф удовлетворяет условию периодичности (» 
и следующим граничным условиям

се’Ф
S 0.

<-«. L
(26
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?г/?

,1 дхду 
о'

Հ\՚ 0. 
/.

(27)

Внося (24) и (25) в уравнение равновесия (1) с учетом т»0, 
получим

1_____ I I (1 -Ւ »)g $*- 1 ®_
!1 I 12(1 -Н2) 1)2 Т‘ (1 + «7 Հ ' &М*

П‘- 1փա0

Здесь введены безразмерные параметры

. -л 
Eh ՚ til.

a0/<” 
Eh '

R
Eh

(29)%

Критическое напряжение определяется из словнй

Результаты расчетов, выполненных с помощью (28) и (30), пред- 
сглвлелы на фиг. 3. Из приведенного графика следует, что несущая 
способность оболочки с увеличением жесткости заполнителя растет.

Фиг. 3 Ззвиаинкть критического напряжения от жесткости 
заполнителя при осевом сжатии.

Характер волнообразования таков, что с ростом жесткости заполни
теля вмятины стремятся стать кольцевыми при уменьшении их длины 
вдоль образующей. Соответственно параметр т,—>0, а параметр Н—>ос.
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§ 3. Кручение

Ограничимся рассмотрением оболочки, для которой условия шар
нирного опирания удовлетворяются „в среднем*. Следуя работе |3| 
и принимая начало координат по середине оболочки, задаем прогиб 
к виде.

cos т ~х п . .
—cos /г у +7Х ' (31)

где ; параметр, характеризующий наклон волн, остальные обозна
чения прежние. Функция (31) удовлетворяет следующим граничным 
условиям:

при •'==՝,- f^<v=o. (3|
2 J

и
Представим выражение (31) в виде 

ws, 
где

X». « ' f f cos /Z V cos fe.v — sin ,/ Հ- sin A’x ' • 
’ 2 7 \ R R 1

սև - —//’cos -- cos/a sin ֊ sin/л V
2 շ Դ. R R /

причем
. ոհ m- . n'i m* к =---- ■ ■■ ■ ■; I — —— —* - •

R /. R L

(33)!

(34)

(35)

(36)

Решая уравнение неразрывности (2) с учетом (33). (34) и (3>), 
получим

Lfr / //V . . nv . .---------- ------ =-r^“iCOs ՜- cos lx — տա -smlx 
op (P : ՃՋ Հ \ R R

V R\)

(37)

Найденная функция напряжений удовлетворяет условию перио
дичности (9) и .и среднем* следующим граничным условиям

Չր/Հ
՝ Ժ։Փ

<V 0,

2г/,‘
Հ о-Ф
J Oxdv 
о

//у — (I.
А’“- т

(381

(39)
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Внося (33) и (37) в уравнение равновесия (1) с учетом с.։ = 
-О и решая его методом Бубнова-Га.черклиа, получим

<1>т. 4. З.ипн нмисп. критического напряжения от 
жесткости заполнителя при кручении.

’Риг. 5 Характер волнообразования при кручении 
(непрерывное намеление п -условно).
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где введен безразмерный параметр

հ* = — • 
Eh

Критическое напряжение находится из условий.
ժ-v* th* ---  = ----  = ------  ֊ 1.1.
от on о (ող)

(41)

(42)

С помощью (40) и (42) проведены расчеты для оболочки с па
раметрами — = ' ; ֊ = •——: = ОД Результаты вычислений при- 

/. 5 Я 250 ' Ч
ведены на фиг. 4 и 5 Как видно из графиков, критическое напряже
ние увеличивается с ростом жесткости заполнителя. Одновременно : 
этим растет число волн и наклон их к оси л, характеризуемы»՜։ пара
метром у. В пределах принятого изменения жесткости заполнителя 
число волн в осевом направлении оставалось неизменным и равным I.

.Машиностроительный иистнтут 
им. В Я. Чубаря । Запорожье Поступила 16 XI 10.4

I՛ Ա. ««M'Prtl'S

ԱՌ11սԴՍ.4ԱՆ 1.ՋԻՉՈՎ ||.11.Ն1աԱՎ HlVljU.I’b ԿՍ311ԻՆ1Ա4հաՆ ՄԱՍԻՆ

II. մ փ ո փ и I Ա՛

իиниրկէիէէ մ է ա ոտ ձւրւ/կէսն հ ք՚կուրա յժր՚Հհ էքրէէնաձե րւ/ք
[•ufl/ fJարյանթ: Ու uni մնւսսիրւիււ if f տլդււքխւի ք/ք ւայանքմ [• կտրււ նա fj լւււնը 
տարրեր րեոնավրրոէ մների դեպրււււք։ Խնղ(էրր րէէ.ծվւսմ Լ 1[ծաւին I/րվա՛) րով:
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