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ОБ ОРТОГОНАЛЬНЫХ СИСТЕМАХ РАЦИОНАЛЬНЫХ 
ФУНКЦИИ И БИОРТОГОНАЛЬНЫХ СИСТЕМАХ 

ОБОБЩЕННЫХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИИ

Введение

В работах Г. Сеге была построена алгебраическая и предельная 
теория полиномов, ортогональных на единичной окружности относи
тельно произвольного обложения (см., напр., [1]). В случае, когда 
данное обложение является четной функцией, им же была обнару
жен։ явная связь междх такими полиномами и полиномами, ортого
нальными на отрезке [—I, 1| относительно соответствующего об
ложения. Эта связь, установленная другим методом Я. Л. Герониму- 
сом [2|. выражается простым соотношением, что позволило вывести 
различные оценки и асимптотические формулы для полиномов, орто
гональных на отрезке, при помощи результатов, известных для поли
номов. ортогональных на окружности (см... наир., |1|. |3|).

В недавно опубликованной работе Г. Сеге [4] приводится по
строение системы тригонометрических полиномов, биортогональных 
ч.ч единичной окружности относительно произвольного обложения. 
В этой работе выведена связь между функциями этой системы и 
функциями системы полиномов, ортогональных па единичной окруж
ности в случае уже произвольного обложения.

В работе М. М. Ькрбяшяна [5] была развита алгебраическая и 
частично предельная теория систем рациональных функций с полю
сами. лежащими на заданной последовательности точек вне единич
ного круга» ортогональных на единичной окружности относительно 
произвольного обложения. Эти результаты явились дальнейшим 
естественным обобщением теории Г. Сеге. Кроме того. в них содер
жатся качественно новые данные для >ех случаен, когда порождаю
щая последовательность полюсов системы достаточно редкая.

В работе |GJ было получено естественное обобщение классиче
ских полиномов Чебышева. А именно, там была установлена явная 
алгебраическая формула для представления системы рациональных 
Функций, ортогональных на отрезке | 1. - 1] с весом ~ J֊== ’ 

произвольные полюсы которых лежат вне этого отрезка. При помощи
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этой формулы была обнаружена алгебраическая связь между функ
ция ми упомянутой системы рациональных функций и системы рацио
нальных функций Мальмквиста, ортогональных на единичной окруж- 

ности с весом
2*

В работе |7] был л введена в рассмотрение система обобщенных 
тригонометрических функций и доказана теорема о сходимости раз
ложений по этим функциям в метрике LP.

Настоящая статья посвящена применениям обобщенной системы 
функций Чебышева и обобщенных тригонометрических систем.

В § I устанавливается справедливость формулы, аналогичной 
формуле Г. Сеге, между системами рациональных функций, ортого- 
гональных на единичной окружности относительно четного обложе
ния и на отрезке относительно соответствующего обложения.

В § 2 излагается дальнейшее развитие результатов работы 
Г. Сеге |4]. Л именно, приводится построение биортогоиальной отно
сительно произвольного обложения системы обобщенных тригоно
метрических полиномов и устанавливается явная связь меж iy функ
циями этой системы и системы рациональных функций, ортонормаль
ных на единичной окружности относительно того же обложения. При 
этом существенно используются алгебраические свойства системы 
рациональных функций М; М. Джрбашяна |5| и результаты §•!.

Автор выражает глубокую благодарность академику АН АрмССР. 
профессору М. М. Джрбашяну за постановку задачи я руководство 
при выполнении настоящей работы.

§1 . Система рациональных функций, ортонормальных на 
отрезке J I, ф1| относительно произвольного обложения

1.1, В первую очередь отметим ряд фактов к введем некоторые 
понятия и обозначения, необходимые в дальнейшем.

В статье |6| для произвольной последовательности к< индексных 

чисел лежащих вне отрезка А' | !, йрнводилось по
строение системы рациональных функций ,Л)-. ix) с .г юсами в 

точках последовательности «ц}0՜. ортонормальных на отрезк- л с ве- 
1 

сом
2к /1 - х’

Г£сли с последовательностью чисел |Հ, лежащих ине отрезка 
К. ассоциировать три последовательности чисел: |**)0~, \ր Հ, и qk^> 

где при данном k > 0 ч- означает кратность появлени-л числа и>4 з 
группе чисел | «0. •«>). а /б и q., определяются ил условий

pk = հ* = 0 при ։ол փ V .

?»■=’*—1 ИРН



Об ортогональных системах рациональных функций 23

го легко видеть, что систем:, рациональных функций ЬИ>(х)|0“ пред
ставляет собой результат ортогонализации на отрезке К с несом 

---- - ■- = последовательности функций
2«г |Հ I 4-յր

(u>t— X) * О

переходящей в систему степеней |х*|0՜ при (k О).
Поставим, далее, в соответствие последовательности чисел 

>t)g‘ последовательность комплексных чисел ’ J“. лежащих внутри 
единичного круга и определяемых из соотношения

„<-> ։>= !■•. + » Л-1| ' при i. х {1շ)

О при = OQ

(* —0. 1, 2. -«).

^->(г) = ֊(1֊.-£•>(։) 
I-

Системой рациональных функций Мальмквиста. ассоциированных 
С последовательностью Հ ' Հ. принято называть следующую систему 

ճ!_1_!ՅձՈԼ n g< ~~_z ե*ւ! (լ .3) 
I—aAZ /..ll —3/Z a, 
o=i. 2,•••).

■ортонормальную на единичной окружности с весом ֊ , dz в смысле* 
2к

— | о'-ччЗг’и) =«,..= |°՚ п~п ох» 
2т. Л ՚ Ц, т = П

I.-j-t 
(л. m = 0. 1. 2---).

Как показано в |6j. при = «ю, т. е. при а0 = 0, система функ
ций явно выражается посредством функций I'?*.”'(z)!o по

следующим формулам

Мв(л)=1. ЛЪ(.О = ф‘-»(.г4) (л— | л’- 1) (1.5)

(* = Լ 2.-
Заметим, что п частном случае, когда все полюсы системы 

|ЛЫг)1о отождествляются с бесконечно удаленной точкой, го есть 
нее з* = 0 (/? =֊ 0. 1.2.--Վ система рациональных функций Мальм- 

r систем՛, полиномов Чебышева первого рода ,Л(х)|0‘. 

а ։ 1• Условные», что при Х/-0 — = ՝.(/ 0. I ).

ж виста переходит я систему степеней к*|0'. а система
I 2
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Пусть, далее, >(х) есть произвольная неубывающая ограничен
ная функция с бесконечным множеством точек роста на К.

Результат процесса ортогонализации последовательности рацио՛ 
лальных функций (III или, что то же самое, последовательност» 
функций 1.И*(л)1о относительно обложения на отрезке А'

֊ |— I, > 1| обозначим через ;/? (х)1о Иначе говоря, система ра
циональных функции Ք. ս)Հ с полюсами в гичках последователь
ности |«ч1о будет удовлетворять следующим условиям ортонормаль
ности

| (х) /?. (л) - о<_ „ (1.6)

- ։
(л. т — 0. Լ 2, • • •).

Введем, наконец, неубывающую и ограниченную па 
(0, 2к] функцию з(0). связанную с функцией !/(х) следующим

__ | — 6 (cos 6) при 0 0<հ

I о (cos 6) при

отрезке 
образом

(1.7)

Ортогонали гания последовательности рациональных функций 
Л՜1 ■

------------- -г- , где •_ — кратность появления числа i* в группе чисел 
(1— лкг) * 0

ап. «».- Хк . а Հ =֊ 1 при -г Он р = Հ. при շ. =0 (£ - 0, 1. 2-- ) 
или, что то же самое, последовательности функций Мальм квиста 
I<?*(2) о՜ относительно обложения dz(h) на единичной окружности 
jz = 1 приводит к рассмотренной впервые М. М. Джрбашяном |5| 
системе рациональных фхнкпнй Фи֊) Հ с полюсами в точках JJ-I .

I «А Jo
ортонормальной в смысле

11 ф, (Л ф. (Ил
О

ЮТ. п = 0. 1. 2,- • •).

(1.8)

Предполагая в дальнейшем, что последовательность чисел հ՚»>1ս 
начинается с бесконечности <••»©— =^). то есть, что последовательность 
|«*Հ. определенная но формуле (1.2), начинается v нуля (»Չ = 0), 
для любого целого п с Հ ассоциируем следующую последователь
ность чисел

М"’ а9, 2. 2ft, ։, շս, в,».-.,

члены которой улонлетворяют условию периодичности
(А-«0. 1. 2,-..). * (1.9>
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Систему рациональных функций Мал ьмк виста. порожденную 

последовательностью чисел /Հ". обозначим через /Հյ)!0՜.
В силу формулы (1.9) и условия а„== 0 функции этой системы 

запишутся в следующем виде
при о հ: k п

?.(*. ^"") = Ч'Чг): (МО)

при ո<Լձ <Հ2ո

?,_.(*. Я”) *,’(*). <1.Ю')

где через “Л(2) обозначено произведение, которое определяется гак

Պ>Ա) = 1.
при 1 < k < Ո

Л-1
пИг) = П-Ь^М (1.П)

(-о а,—Г

при п < к < 2п

Уведем, далее, в рассмотрение последовательность функций 
•И,. (х, Zv")|“, определенную следующими соотношениями

.и, и. />!;"’) ֊ 1,

.Ин.г. л(;') = ?(.(*+1. —1. /Հ;) + п(* > ■?-։. ^'i (i.isj

Согласно теореме, доказанной в работе 16], система функций 

;Л(д(х. /Հ'"|)0“ будет ортонормальна на отрезке А* с весом ( 

в '.мысле

֊ Гл^(х. /ՀՊ М, (х. />Г) , (1.U)
2-J ] 1—X-

— 1
(т, к = 1. 2, • • •).

Обозначим, наконец, через Фа(z, P'.’։)o' ассоциированную с по

следовательностью чисел /Հсистему рациональных функций, орто 
нормальных на единичной окружности относительно обложения 

— с/с (0) и введем в рассмотрение следующею системе функций 
-

1<К(г. «■•’)!.•

■ L 'l>;(z.Pj,"!) = ^'(z)4>»( ^ (1-15)

(А = 0, 1, 2,-..).
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■ 'I’J-- - _ - — ■ — - . Հտր srn՜-հ _հ=— ,■ , a ■ ■ Я1

Заметим также, что из самого определения линейно-независимых 
систем ?*(?, /Հ ՝>!,; и 1Ф*(г, Р\“})\0‘, ввиду того, что их полюсы со 
своими кратностями совпадают, легко следует, что справедливо раз
ложение вида

*
<Ы?. РГ’)=2>.!“?(и. Рл"’) (>•՝«).

i-0
(k-O. I.

где կհ' Հ — некоторые, вообще говоря комплексные коэффициенты։
1.2. В настоящем пункте будет установлено, что в случае, когда 

u>.vi,7 — произвольная последовательность вещественных чисел, лежа
щих вне отрезка А' (и>0 = оо), систему рациональных функций 

ортонормальных на отрезке К относительно обложения 
rf'K(.t), можно представить через функции ФаДа, Pi"”) и Ф.'л(г. Р՛,"՝'). 
Эта связь, аналогично случаю полиномов Г. Сеге или случаю системы 
| Vft.(x)!0', выражается следующем теоремой.

Теорема 1.1. Пусть произвольная последователь
ность вещественных чисел, лежащих вне отрезка К, причем ^Q=x., 
Тогда функции системы \Р,. (х)1о • ортонормальной на отрезке К 
относительно произвольного обложения մփ. х). выражаются со
гласно следующей формуле

Рп(х} = Сп\Ф1Л{г, ^Л-|֊Ф1я(г։ Р<Г’)| (г). (1.17)

А-«-1./24 _LY ,/=() | 2
2 \ г '

где постоянный множитель Сх определяется так

/ i<2я > \ ’
с-= շպւ+֊Ն-) ’• <։’8)

\ Ajn /

՜1 о к-а з а те л ь с тв о. В первую очередь заметим, ч го r силу условия 

вещественности чисел !«ч- 0. последовательность {а*1о, ассоциирован
ная с по формуле (1.2), а также последовательность /V. бу
дут лежать на интервале ( I, + 1). причем % = 0.

Введем в рассмотрение следующую последовательность веще
ственных чисел

՜ %. 2л I- 2я-2-’ • • . *յ, д-|. —X0i

также удовлетворяющую условию периодичности (1.9).
Обозначим чере. |®л.(г, Qn 'lo систему рациональных функций 

Мальм, к виста, порожденную последовательностью чисел Q՝n։).
Ввиду равенства (1.9) и условия ։в==0. функции этой системы 

запишутся но следующим формулам



Об ортогональных системах рациональных функций 27

М֊. <?Г})= I.
при I Հ/i п

Q»"'’) = Н, ։’“։>Հ- П (1.19)
1 I. л-44-1 1 ~ fJ-‘z *1

при ո՚Հհ <, 2п

?*{*, Q';՝") - (г. Ч ' (г). (1.19')

как и нише, введем в рассмотрение последовательность функций 
Qj')|0“, определенную по формулам

Л10(х, (#->>== Լ

Q1T*) | Х~, Q՜., ) Л(.с-| Հր՜՜լ (Հ։)) (1.13')

(* = 1, 2,-->

и ортонормальную на отрезке К с несом , -7 ° смысле

1
֊i .И„(х, Qi >ll»(x. Q. Т /* . ֊{.. „ (1.14')
2*J Г 1 —Д’

—1
(Г/, k = I. 2..-.).

I' лесу ж де ниями, аналогичными приведенным при установлении 
формулы (1.16). получим, что имеет место также разложение

Л
Ф* (г, /Հ' ’) - у Հ(\ (г. Q<~։) (1.16')

•<—о
(А = 0, 1. 2.--Ղ

где коэффициенты Հ|>։ J, как и определенные по формуле (1.16) 
коэффициенты (Հ֊՜1 jfj ։k — ‘). 1,2,-֊-Լ вещественны r силу веществен֊ 

кости последовательности 1՚»Հ.'(0 и четности функции з(0).
Заметим, что из определения последовательностей Р՝а‘ и Q« ' 

следует равенещо функций ?24(z, /Հ ') и ?_■„ (շ. <?» ՝)• Поэтому, если 
сравни 1ь разложения (1.16) и (1.16'), го получим, что

, <2я) __ > *,2п> '■-•л — '-'.‘л

Теперь уже, используя определения (1.10), (1.Ю'), (1.19), (1.19՛) 
и il.l 1) функции Р'п ՛)•;. {с* (г. Q'DhT нМг). а также суще

ственное условие вещестяенности последовательности можем
.чаии.аг;, следующие соотношения, необходимые нам з дальнейшем:

р
Условим.-я, что при Հ՛ р символ Г1! • • ’ раней единице.
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а) при 0< k ■ п

сдг. Հ՜') «.(г) = ?„_,(֊-< «■’)•

6) при О k < п

= РГ):

в) пои ո<Լհ 2/1

г) при О •< k < п

Վճ_- ^’)«.Ա) = 9» „(֊- W՝)-.

л\ при о k ■> Ո

м*. ^-նՀ֊Կ=?*..<-р՛^
'.Л ** ‘

е) при О < а՛ ■- ղ

ж) при О k п

?Հփ՛ О!Г‘)«„(})-?. <<- /Հ”):

з) при О k Հո

h(-. Q1»՜’) *Հփ) = ?4,„ (г,

и) при О < k <. п

?Հ֊’ = Հ4’ fA"՜՛)

(1 20)

(1.201

{1 2(F)

(1.21)

(1.2Ո

(1.22)

'1.22')

(1.23)

(1.23r)

Преобразуем, далее, выражение, стоящее к правой части фор
мулы (1.17). Имея и вИду разложение Ա.16), а также о֊;р- (елеНй^ 
(1.15) и (1.12), получим
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откуда, воспользовавшись формулами (1.20) и (1.20"). с учетом соот
ношений (1.13) и (1.13'), будем иметь

' 4-0

«;Ք.|շՀ;՞>+շ1 ,f։.w. . (х. չ!,"։) + ՜Հ;'Հ.«„_։ա /Г) '■ (1.24)

Из представления (1.24), если у честь, что системы <|>ункиин 
{/И*(х, Р(п ’)}□ и {.И>(д-. tf. ’)}J линейно-независимы, следует, что 

для доказательства ортогональности системы {/?«(д)}о на отрезке К 
относительно обложения </Ф(х) достаточно установить справедливость 
равенств

/ՀՀ= [/?.(х)Л1„(х, Р‘”) Л,(х)=-0 (1-25)

է> - I
(т = 0, 1, 2,..., Ո- 1) 

H

/??„ = ( R,, (X)ЛЬ(*. Qi">)'rf4.(X) ֊֊ 0 (1.25')

- է
(М =0, 1, 2, - • Л — 1).

С згой целью используем следующие соотношения, вытекающие из 
ортонормальности системы функций ;Ф (з. на единичной ок-

լ
ружности относительно обложения ժօ(0) и формул (1.16) и (1.16')



2г.

= (՜Փ։. («-'*, Р?1) /Հ")ժօ(0) = 0 (1.267

О
(w = O. 1, 2,..-. я — 1): 

2г.
[Ф։, (е*, РГ’) ФМ„(Л Qi") do (в) = ;

и
2֊

= J<Me'՛. Р?’)т։1л։(г՜'’. Qi")rfo(«) = 0 (1.27)

О

(т =0, I. 2,-.., л-1);

|фл(е“. /Г)?,.,(Л Q<")do(6) = 

V 

2».
= (փշ»(<'։, Pi")T„,„(?՛. Qi”)*(f)>0 (1.27')

է)
(m = 0, 1, 2, •••, /t—1).

Составим теперь интеграл /«.՛«, заменив в нем функции Rn(x) и 
Мт (л, соответственно по формулам (1.17) и (1.13) и положив 
х = cos b, 2 = f 

։
4?» - С R„ (х) Мт(х. P^)d^ (х) = 

*1 
с

- р?. (cos 0) AMcos';. Р’"7 do (в) = 

и
2е

= -- С. рФгиЛ Pi"»)n„(?։)+ Фг,(е-'։. Р(") г, (,֊'•)) х 

и

Хк,(е,։. /Ч")-г?„(г л. Pi")l<7=(«). (1.28)

Далее, с учетом формул (1.20), (1.20'), (1.21) и (1.2Г) получим 
2г.

/<!>„ = ±с„ [[Фгя(Л Pi")Qi") + 

о
-фг.<г, Р‘Л?„,„(е-й, Р<") + Фг.(г-“. Р?’)9.+„(Л Р'") + 

+ Փ։.(«-'։, Pi")?„_m(e“. Qi"’)] (в). (1.29) 
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Наконец, из формулы (1.29), ввиду соотношений (1.27). (1.26). (1.26') 
и (1.27'), следует, что

/1?« = 0 (/// = 0. 1. 2.-.., д-1).

Перейдем к интегралу Аналогичными рассуждениями, с 
учетом формул (1.22), (1.22'), (1.23) и (1.23'), получим

I йЧ֊С. рф,„(г“. ^”Ն.(ժ“)-ք <м«՜'0. Р^-^е “)| >. 

О

■ X 1?„ (Л ) 4 ?„(в"я. 05Г’>] <* (6) = 

2=

= -С, рФ։.(А Я"’)?. .(/. РПЧ-Փշ. (<■'՛. Qir>) +

pw

+ Փշ»(«՜ձ (?!,”} + Ф։.(г ", /Հ"’)?, „(А PS"’)]*(։),

откуда в силу соотношений (1.26), (1.27), (1.27') и (1.26') будем 
иметь, что

Ц%, = 0 (m=0. 1, 2,- -, л-1).

Ортогональность системы {/?«(л))о на отрезке А' относительно обло
жения մփ(յր) доказана.

('.оставим, далее, интеграл

I I
in.r.= ( Rn (х) /?л(д:) дГф(х) = J |/?я (х) ;5 ժձ (л )

и подставим в него значения функции /?я(х) из соотношения (1.17). 
Тогда получим

2=
լ /»,.=4е«| ] ।Փշ» <'“• ^՜1) i*^ (в)+

о
й։ 2л

+ Pi'’)l։<Me)+2Re յ՚ՓԱժ". Ք1-’)Փև(« ". Pi”’)«=<0) [■

q'
(1.30)

Легко заметить, что справедливы формулы

^В: || ф։.(е'։, Р^’)|։Л(е) = 2- (1.31)

о
и
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[life*. (A /Հ-'):=Ժ=(Օ) = (|Փ։.(ք ". /Հ',)|։ժ։(») =2=. (1.31') 

ո и

Остается вычислить интеграл
2;-.

/.■»,։. ( «“» Փշ՚, (e ". /Հ"’)^(6) =

<1

(1.32):

0

Заметим, что из формул (1.20), (1.20") и (1.23') вытекает сле
дующее соотношение

Փտ,.(<■'*, к՛ } ^\е ՛'•)
А-Г1

2 Հ2՞ QH + 2 *?'Ч к 0 հ-ո . Լ
(?։. РГ’)

= ք "• «&“’)• 0.33)
*-0

Подставляя полученное выражение (1.33) в формулу (1.32), бу
дем иметь

2^
ձ».շ. = Հ"։ (ф։.(е'։, ZV՛)^^՜'՛. Qi"’>d=(’).

0

Но так как. ввиду pa сложения (1.16') и формулы (1 27). справедливо 
равенство

/Հ՝։>փ2.(ք՜". /Հ՚“’)^(«) = 
о

(фйИ. ". Qi"’)rf3('i) = 2r,

О 

то. следовательно.

՜րշյ,)—' (1-34)
'-2а

если ВСПОМНИТЬ, ЧТО >.շոԽ' — /.ՃՂ
Наконец, учитывая формулы (1.311, (1.3Г) и (1.34), ит (1.30) 

получим
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/ /•"> \
՛' ֊-'-.Г- I 1- 

если иметь в виду соотношение (1.18) для С„.
Тебреча полностью доказана.
1.3. В Заключение параграфа отметим два частных случаях тео

ремы. которые сводятся к ранее известным системам.
а) Допустим, что все полюсы {»»*}0‘ системы функций [.Н,Дх)!0 

стигивак тся в бесконечно удаленную точку. Тогда последовательность 

Функций (Ф* (շ. /Հ '>}0 перейдет в систему полиномов I Сеге 
И’Н-Հօ*. ортонормальных на единичной окружности относительно 
обложения функция Փ.Լ (г. /ՀՀ' ) перейдет и функции։

‘*ЛФ.՝« J и. наконец, произведение ~п ։г) н фу акцию 2՜՛՜'. В итоге 

формула (1.17) теоремы переходят в хорошо известную формул) 
Г Сеге для полиномов, ортонормальных на отрезке [- 1. ' 1] отно
сительно обложения </ձ(.է)

fe(x)= '!'ճճ!_2Լ'ւ:! з-. х=- 1 (.- • ' i
I 2<ч ) ՝ - г (1.35)

б) Рассмотрим другой частный случай, котта обложение ժւ .0) 

Тождественно равной, иначе говоря, когда ԺՇ (.v) =■ - - В этом

случае система функций ]<!՝,՛.. (г, М, переходит в систему рацио

нальных функций Мальмкяиста {?*(£. 7Հ» ')}п . а это означает, что все 

коэффициенты . входящие r разложение (1.16). ранта нулю, кроме 
Հ՛-՝. равного единице. Поэтому из представления (1.24) следует, что 
в этом случае приходим к формуле

/?, («) = -X ,М„ (х. /Հ '1 = 
է 2֊

= I [Ц'(Х 1 Х-— Ո + ?; (х—) х"- 1)1.
I 2՜

установленной н работе |6].

§ 2. Бнортогональная система обобщенных
тригонометрических полиномов

2.1. Пусть, вновь, Ju-.՛..’, ("•(-,= ос) есть произвольная последова
тельность комплексных чисел, лежащих вне отрезка [—1. !|,

а !յ*րօ (։о= °?) ассоциированная с нею по формуле (1.2) после
довательность чисел, лежащих в единичном круге.
3 II.Bs-ev а АН, -epiiu վ«>ր։ мат. И.Ък, N- 4
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Поставим, далее, в соответствие последовательности чисел 
следующую систему так называемых обобщенных 
функций» рассмотренных в работе [7]

1. Գ (6>, ճ\(0), - • .. Сл (0). տո (6), ..., (2.1.
где

Գ । = Re ?£••> -S* (ծ) = |щ ®է" • (е*)

ւ£ = 1. 2.---Լ

а (e'*)}J система рациональных функций Мальмквиста, опрсд 

ленная по формуле (1.3).
Назовем обобщенным тригонометрическим полиномом порядка 

выражение вида

г/г.С,. (6} - Հ.ՏՀ (0) 4- - • • - «,С։ (0) • ձ»րՏ՜. (6) - av (շ.շ:

где коэффициенты ал и ип одновременно не равны нулю.
Два обобщенных тригонометрических полинома порядка п

И
*1 

G„CO = f W,(&)|,
Jr-О

назовем линейно-независимыми, если

Отметим, что в частном случае, когда я* = О (6 = 0, 1,2,---) 
функции системы (2.1) переходят в тригонометрическую систем) 
1. cosO. sinO,.--, cos/zO. sin/ifl,---, а обобщенный тригонометрически 
полином вида (2.2)— в обычный тригонометрический полином.

Пусть, наконец. является произвольной неубывающей, огра 
ниченной на отрезке [0. 2՜| функцией с бесконечным числом точе» 
роста, причем не обязательно четной, в отличие от функции, опре
деленной в § 1 по формуле (1.7).

Определим теперь биортогональную систему обобщенных трнго 

неметрических полиномов '/Հ, (0), Оя(0)%', ассоциированную с даннш 
обложением մտ(6) согласно следующим условиям:

а) функции /•*,» (0> и G«(6) ортонормальны в смысле

"= -2 s
j f . (») ?Г(в) </= (0) = ֊֊ (#) (/ДГ) 4а (0) = .

։> 6
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~ \Հ,Ո (6) G„ (0) dz (0) = О (2.3)

V
(т, п — 1. 2.-• •):

б) они являются линейно-независимыми обобщенными триюио- 
метр||ЧЙ?кими полиномами порядка //.

Введем, далее, для данного обложения ds(fi) линейное функ
циональное пространство посредством следующего скалярного произ
ведения и нормы

(/. А') ~ (/ (М dz (6) = 0, (2.4)

о 
2.- 

о 

здесь функции / и р таковы, что интегралы н формулах (2.4) и (2.4') 
(существуют в смысле Лебега-Стилтьеса.

Нетрудно убедиться в том, что биортогональная система обоб
щенных тригонометрических полиномов JA«(O), G„ (б)}0определенная 
вы те. является результатом процесса ортогонализации системы обоб
щенных тригонометрических функций (2.1) к метрике (2.4)—(2.4')-

С другой стороны, вновь существует явная связь между функ
циями бийртогойальной системы обобщенных тригонометрических по
линомов и рациональными функциями системы {Ф*(г, . орто
нормальной на единичной окружности относительно обложения ժօ(0). 
Лля установлении згой связи опять будем предполагать, что {a>*J0՝ 
и \քՀ^—вещественные числа, и для любого целого п обозначим че
рез {С\(0, /Հ’), 5*(6, /Հ’ ՚))օ систему обобщенных тригонометрических 
функций, ассоциированных с введенной в § 1 последовательностью 
/<'. Обобщенный тригонометрический полином порядка k при этом 
будет иметь вид

a,Ch (б, /Հ"’) -|- P՝nv>) 4-... 4֊ а0.
2.2. Установим связь между функциями биортогональной системы 

обобщенных тригонометрических полиномов и функциями Ф»я (г. Р^).

Теорема 2.1. Пусть (»>() — »х>) — произвольная последо
вательность вещественных чисел. лежащих вне отрезка [ — 1,4-1 ], 
ч Рп ассоциированная с ней последовательность чисел, лежа
щих на этом отрезке. Выберем постоянное число ■■2п так, чтобы 

произведение е ,Հո 1շո, гое

ն = փյ,(օ.
было бы вещественным числом.
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Toida
u) функции системы {r^(O), определенные no форму.

r«(0) • /<7л(0) = 4> Դշ« п„ (с) Փշ« (2. Р'п'). (2<

Z ֊ еА. л =0, 1, 2,---, 

удовлетвир яют. < леоующим соотнии։ ени ям

(гп, </„)=() («, m = 0. 1, (2.1

(гя, гад) = 0 (п т). (</„, <?J-0 (4 7 /л), (2.6'

(п =1), I. 2....); (2-6'1

б) функции биортогональноб системы обобщенных тригоНь 
метрических полиномов 6\ (6)J0՛. удовлетворяющие условия
биортогональности (2.3), выражаются по следующим формулам

12Л1
{'2п

= «• 'Հւ“^(շ)փՏո(տ, /Հ"' (Мл

4=0, I. 2,- •,

6,(0) =
(հո '

■аю 
Կո

G՜., (6) = ■аю 
кЧп

(2.7’1

в) при z — clb имеют место

гл(0)=А. ■1Ч(г)ф...и-. е:՛

/t = 0, 1. 2,---:

с. г едующие соот нот ени. я

+ е‘ь’п;՝(П^.п( -• Հ"1'

е ՚հ"^(֊’)<1>;Հշ։ rf՝՝ н

Jin

-<2«)

՛էս
/Հ ’) ■

G„

z„ ՚ (շ)ՓտՀ 1 •

2/1 'l ՜1 e ՝иА,(г)<1>..„(.-. IC )-
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-(Հ)Фа, (
\ 2 /

(2.9')

.4 о к а з а т е л ь с т в о. В первую очередь отметйм. что соотноше
ние (2.8; и (2.8') непосредственно следуют из Формулы (2.5) и ра
венства

г, <6 /</„ (')) - <-'՚տ“ Հ ՛ (г)Ф;„ ( /<">). (2.5')

л соотношения (2Л)) и (2.9') из форм)л (2.7). (2.8) и (2.7՜). (2.8՛) 
соответственно.

Для доказательства соотношений (2.6') прообразуем выражение 
(28). С учетом разложения (1.16) из (2.8) следует, что функцию րո('ւ) 
можно представить в виде

= = с‘\ (2.10)

где հ. я ч (Л —О, 1.- • •. 2//) — некоторые комплексные коэффициенты.
Преобразуем формулу (2.10). имея в ннлу соотношения (1.20). 

(1.20Դ и (1.20՞): 
У? ч

г^) -I 
к-0

I Հ-֊ • (ЛИ>)-

(2.11)

где Q՛,՜"1—последовательность вещественных чисел, введенная при 
доказательстве теоремы 1.1.

Из формулы (2.11) окончательно следует, что функцию г„(6) 
можно представить в следующем виде

r.W ֊ (<■"'. /<') + </•?,(<■ ՛'. M")l
А- I

ч
+ Տ14?*(«Հ ОТ’) -ЬфДе Л. 0Т’)1, (2.12)

л-մ
где >.. б/л.. Ik и /ь (/г = о. I,---. //.) — некоторые комплексные числа.

Нетрудно доказать, используя формул) (2.8') и соотношения 
ւ!.1քՂ 11.20), (1.20') и (1.20 ). что аналогичное представление имеет 
также функция qri (0)

՛ Отметим, что ь формулах (2.7), (2.7'). (2.7"л (2.9) и (2.9՛) следует брать 
ДКбо ч.хновременно верхние знаке., либо <»д||։)в|>сменн։>“1։нж։։не
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/ՀԴ-4֊ Հ?* ('-'•• /ձ"”)) ; 
k 1 

и 
>1

+ s քճ?.(<?«, Qi"')+/.'?,(«֊«, Q?’i| 
Л-0 

• / f ' » 1
(<•/. //. и 4, k 0, !,•••, // — некоторые комплексные числа!.

Из представления (2.12) следует, что для доказательства спра
ведливости соотношения

(гя, г,п) - 0 при ա<Դ
достаточно проверить, что выполняются равенства

2^ 2.-.
2~ [г.('< ) ^Л. (й - շ՚ր խ(Йfc, (<>'•. K'"lda («) = 

о О
֊Հ

»•.(«)?,(<• (S,,|)rf=(6) = А Q« '։rf«(6) =0 (2.1,i

о
при т<п.

Составим, например, нервы»'։ из интегралов соотношения (2.13) н 
подставим в него значение гл(6) из формулы (2.8)

2г.
= ֊ [ R г, (ժ; ф., (е«. Pi"’) + €՛•՝■" (е л ։ф.л Հ-|)|

о
Х?т(е֊‘\ /Հ"1Հ)Ժ=(Օ). (2.14)

Если учесть тенерт соотношения (1.21), (1.22'). (1»27) ‘.26z)
то из (2.14) немедленно получим, что

« = 0 при т <Լ п.

Таким же образом, с учетом формул Ա.20)—(1.23) и (1.26) (I..27) 
легко Убедиться в справедливости всех остальных соотношений 
(2-13).

Диалогичными рассуждениями, используя представление (2.12') 
можно доказать также соотношение

Vw)=0 при zzz<//.

Если же имет։ в внд\ представление (2.12'1 и формулу (2.8), то не 
трудно убедиться, что имеет место соотношение

<?■.) = ° при in <п.
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Рассмотрим, далее, интеграл 

՚

Из формулы (2.5) следует, что

/я^глр֊[^Г + 2/(л.. <?> (2Л5)

С. другой стороны, интеграл 1 „ можно вычислить, если воспользо- 
Н.1Т6СЯ значением интеграла входящего и формулу (1.32). В са
мом деле, из формул (1.32) и (1.34) следует

Из равенства (2.16), с учетом определения постоянной имеем, что

• (217)

причем знак формулы (2.171 зависит от соответствующе го выбора
Сравнивая формулы (2.1.7) и (2.17). приходим к заключению, что 

?,л=а и r.?-;?,i== ։4֊7

Если к тому же учесть, что
.А՛?4- հՀր^Ն 

го будем иметь

I <2Л8)
■ = (2Л8'>

Из соотношений (2.18) и (2.18'՛) непосредственно следуют заключения 
теоремы (2.6м), (2.7). (2.7Դ и (2.7"). Теорема доказана.

Из доказанной теоремы следует, что последовательность веще
ственных чисел ,«>4, (и><) ос) и данное обложение ժ«.(0) опреде
ляют ^ортогональную систему обобщенных тригонометрических по
линомов не единственным образом, а с точностью до выбора посто
янной 7,г.

Интересно разобрать частный случай доказанной теоремы, когда 
■функция տ(0) является четной, г. е. = ’(Ч В этом случае все 
коэффициенты Հ* U. А 0, 1, 2,--։) разложения (1.16։) 

*
=?>.!% (z, /ՀՂ

| /-0

՛ н том числе и вещественны.
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Однако, ввиду условия •d(>=oc (а0 = о), имеем

?.(0, Pt1) I. 9Л(О. Ч"') = <> (* = ], 2.---).

и. следовательно, число

/..„=ф,,(о, ч-’։-*?' 
вещественно.

Поэтому в этом случае следует положить т.л=А ’ (£—0. 1.1

2,--«) для всех п, если ձ4=#0; если же և=<\ то հ,.. берем про
извольно. Вели выбрать, в частности, k — (1, т. е. у..., — и. то формула 
(2.9) теоремы переходит при a՜ =cosfJ в соотношение (1.17) теоремы] 
1.1, функции (0) переходят в этом случае в функции /?в(х) и пред-1 

ста вл я ют из себя линейную комбинацию функций '51* (л. М;')՛:' л 
(ЛЩх. о!г>);;.

Нетрудно также показать, что в этом случае функции Gn(0) при 
л = cos О переходят в систему рациональных функции, ортогональных I 
на отрезке 1. -г 1] относительно обложения (1—хг)д'о(л), где I 
о (л՜) — функция, связанная с 7(0) по формуле (1.7), и представляю. I 

собой линейную комбинацию обобщенных полиномов Чебышева вто
рого рода 51* ’ (-*). введенных н работе [6]. Однако, в настоящей 
статье .мы не будем останавливаться на этом.

2.3. Выведем теперь два соотношения, которым удовлетворяют 

функции систем {гп (€•>, <;л(6)’о и 6Հ (0)}о'.
Теорема 2.2. Лля любого целого числа и при. г — еЛ спра

ведливы следующие соотношения

= ՜^-J՞'<г). - '* (J’ <2-։9Ч
.1 .1

(' 1 - ֊^0-) ‘ О) + ' (I 1- °՞(6) “ I

'֊■’ '' ՜Լ?ՅՋ- 2ձփ,( ’Հ /Հ՛■■■). (2.20)1

'֊2л А-0 ՝ z

.Доказательство В работе |5] М. М. Джрбашяно.м установ
лено следующее рекуррентное соотношение ыя функций системы 
ИМ^'о'. ассоциированных с произвольной последовательностью а?. Չ
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- —Հ< г) к .(«, .)Ф.+1
Z

(2.21)

л » • Д,՞’’ շ ։ у
где ftr. . .՛ (շ) = Ո ‘ —--. а под отношением при а, —0 под- 

jf о 1
разумевается минус единица.

Запишем формулу (2.21) для последовательности /Հ. при г=<՝''', 
заменив к нем и на 2// — 1 и учитывая, что при z — el>J

/М-) = --։(г) (fc=o, 1, շ....).

^2я
-------- •Я-------- ГФ‘,(:. /О - 
(I ֊

= /<”)Ф2А ( և /< ) +

1'л - I

А.-О

/հ"’)փՀ4’ /հ՚“ (2.22)

Нели иметь в виду, что в после. ц>вателности /՜Հ" ՚ О, то и >{2.221 
получим

• Հ /<")=֊/ :-.. '(?) ( ’ ■ /<”3 »

■ + ' ц)' v1 ш (֊-’/Հ;"')

или

Հ’ Мг)Ф.'„|г, /Հ“') 1 Д ") ֊ ^’(z/v /,Ф»( ' • /Հ, ).
ft-o х 2 /

2 =

Отсюда, с учетом формулы (2.5), имеем

ժ,'-Գ(րո (О) -I- /\/.։ (6)] - |ր„ (Կ - 1ցղ (0)1 =

г.п : (О ՜\Ч,Ф., ( . /< у г -= г-’. (2.23)

Из соотношения (2.23) получаем

- /..„к • <?„(!!)(ՀՀ՞՚ + Iև ) =

. г '■։,S.-'(z)V /.ՓՀ 1. /հ\ z = e. (2.24).
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Наконец, если обе части формулы (2.24) разделить на Հ.;". а 
также учесть соотношения (2.7') и (2.7"). то доказательство теорем! 
на этом завершится

2.4. Введем н рассмотрение ядро биортогональной системы о( 
об । не н н ы\ тригономе три ческих и олиномо в

Кп (О, ,)=V |F*(0) Ъ (>) -г <7> (0) (}k (v)l. (2.25)

где ri и ՝/ вещественные переменные.
Нетрудно проверить, что ядро /\я<6, •/), как н введенное М. М 

(жрбзшяно.м |5| ядро обложения <h(0) системы рациональных функ 
пин {Փ„Ա)’0Հ z = е‘\

п
Տ.Ա.'.) = УФ,('.)<!>,(г) (2.26)*—• 

Ւ-Կ

обладает следующим свойством:
для того, чтобы для любого обобщенного тригонометрической 

полинома % (9) выполнялось тождество
2к

2֊ ք » (6. ,) Л (9)== |ГД>. (2.27)

Ո
необходимо и достаточно, чтобы «•(*), у)=А'л(9, հ|.

На основе этого свойства устанавливается следующая георема.
Теорема 2.3. Пусть .ՏՀ(շ. ’.) является ядром обложени 

е/о (6) системы, рациональных Функций {Ф<(г, /Հ. p,(j. Тогда ядр՝ 
биортогональной системы обобщенных тригонометрических поли 
homo.-: у) выражается по следующим Формулам

л., (0. V) ֊ V՛ G) (г) Sto(«. (2.28

при z = еЛ, *, = Ժ;

К. (0. .) - <l֊^)(| —«.Q я-, (.) (2) х 
՛ а|

՛■ ֊ с. /< И- нГ/?') Фд..1(г./<; ')ФЯ-1С. р£'\

I Հ 
где

ФТЧг. /Հ"") =-,.?■(.՝) Ф, Հ * . К")■

.1. о а ч а т е льет в о. Тля доказательства формулы (2.28) пока 
жем, что выражение, стоящее в правой части (2.28). обладает спой 
ством (2.27) относительно произвольного обобщенного тригоноые 
трического полинома !\(Ф.
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однако. ввиду определений (2.1) и (2.2). любой обобщенный 
энометрический полином можно представить в виде

п

Л-0 

означает, что достаточно проверить справедливость соотношений

>^7«»rf5(0։ = ^» (2.30)

О
II

Ч*
/?(֊)= f-„ '(е'Ч .■■•) £(F“j <Ь (♦) И (2.30')

՛
при k Հո.

Учитывая то обстоятельство, что ядро ձ\(’. '.) обладает свой
ством (2.27). ввиду соотношений (1.10), (1.21) и (1.20"). имеем

/;՚Ն) = ֊'’_՛՝’ р2Де“. еО֊ЛелНДе •*. =

= ՜"<լ' ’ <>կ?։„(<■ '՝• A;')rf=(’o

• 0

= ^(e Կն je՜'". /Հո1)-?,խ֊'Հ РГ) ֊?,(<-'’) 

при k я.

Наконец, из соотношений (1.10), (1.20) и (1.22') следует, что 

>
= ՜^՚չ ‘ > յՀ, (е'‘. .■■•) г„ (,.«) (ел. />;; ՛) d> (П) 

Л

1 <>-՝)•;„_,(<> л, Q!," )</:('>) =

I՛

= -,(е ‘-)-г„ Д<’ « k н.

Фо(№ула (2.28) доказана.
Для доказательства соотношения (2.29) используем формулу 

1\ри՝т-;реля 1ля ядра обложения Ժյ(0) системы рациональных фупх- 
шм ;Фк(зР(0 . установленную М. М. (жрбашяном [5{
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<й ■ Н-> Ш I. ՛•
ւ -Ն

Если записать эту формулу для ядра системы J(l>*(z, Р'„' )}ՈՀ за
менив в ней п из 2п, с учетом соотношения (2.28) и свойства перип* 
личноети последовательности /-Հ"՛. то это приведет к соотношению 
(2.29). Теорема доказана.

Отметим в заключение, что теоремы 1.1. 2.1. 2.2 и 2.3 могут 
быть использованы в дальнейшем при установлении алгебраических 
и предельных свойств рассмотренных систем функций 1<г. ( 0‘ и 

!.Ял(&), Ղ (*>>:. в зависимости от свойств систем рациональных Фу ин
дий '։ФА. (г)!0.

Ина и-յ у г мгнемагикн и механики 
АН Армянской ССР Поступила 22 I J8

Ա. II.. 1|1«Տք4ԼԼ:1ԱՆ
1ՒԱՅԻՈՆԱ1, :1.111՚ՆԿ»>1՚ԱՆ!յ1՚1’ ՕՐԹՈԴՈՆԱԼ 11հՍՏԵՍՆ|յՐ1՛ ԵՎ RI.'IJJA.PԱՏՎԱԾ 
1յ|>ԱՆ»1.ՀՈՒՆ։1.Չ11.Փ1).’|11.Ն !M! b'MlHI'l 1.ՆԱՐՒ 1:1։()ՐՒ11ԴՈՆԱ1. UHISUIIWI» 1П1.111Ф I

II. մ փ п փ и ւ >1

Գ. 1/և1քր,յի աշիւաաւււվւք լաններա մ կաո ա r/վ ած' Հ կամ ա ք ական կշսով I
միավոր չ րգանապծ ի վրա Օր fd п ւլ հն ա ք ր ա դման էլ ա Hit հ րի հտնրա-.ա-վ ական щ 

էւա .մ անա լին ա հ II m fJ ini'll ft I 1լէ երա կոդմիէլ նաև nit րււնա րե րված Լ ա fif պ իէվէ 
pin ղ if ut'h if util'll) րի h • t , // -tin ավ ած tn if ֊ա <f ա Uf ut ill ա 11 fu ill'll կշոււվ «րթո-
ifit'huff /till էլ մ ill'll if ա Uh 11 fl ի մի^ե if n I ni fj / n Հհ էէւնե tfhtf րարահա j in կասքքէէ 'l‘. U եէք֊ 
1'էքի կո,/,^1>քք ){ ft :> Լ) ր ւ> հրատարակված աչիլ ա ա ա իք цп'и մհօ ի-I ի րևրվւէէ մ Է կ“>- 
մ ա/ակա'հ կչււււվ <! իավitր չրքանաւլծ ի էք րա րիորիժ ուր/նալ bn անկ /ան ա չ ա ւիակւսն 
րաէք մւււնւք աւէհհքւի էէիստեւք ի կաււ tu iftit if լւ:

U՝. Մ. S! լւյւաշքանի ա չիւ ա ա ա.թ րււն մհչ ! '> ի էք ա րւ/ ա tfifա-} Լ ւքիւայէւր I
1[՚ջ",^,",1ք^I' '{{’“՚ կ"ւէքարււկան կշա"! Օրfdւէդոնաք Л էքիաւյււր չլւքանիր fitiftu 

ւի ի յա if ած քւքւհհնե ft iii'hlt t/ttif и ա ւ/ի it'll ա f 1ի ււՀհկքլ ի անհ ft ի էւիւււււհւք ի ‘-.ան »ր ա էար 
ւքական ե iJ uitiiittf fi ч iu-.ll ա՛հ ա / ի՚հ tnliinti jd/անր: j/ij ա չխա ա ա ի/ / ա՛հ iiutliiif-

ւյած Լ 2 հ քի չհ ի կլաււիկ րաէրք անդա՚ւքհհրի րնակա՚հ քւնւքհանրաւքււէ if ft:

հհ քւկա ա չիւաաա իք /ան ր նվիրված Հ Զերիչևի քէնդՏա՚հ րա րվւ՚սծ րաւյմւււն- 
դաւէհերի հ քքհ 1քհւււն րա է/վ ած L ո անկ քան ա լ ա փական и ի п ա hifiih րի կի լւաււ ա ի! րււն- 
ներին:

У l֊mtl iinifiittjiti րէյա if / 111ւ1քրւքի րան ա 3/ր ին ա'հալւււլ tl ի քէւււ՚հաձհ, 
"!'1' ‘/'"'Y I՛ чччшнчшч if միավոր չրջանա/քծի վրա կաւք ա (ական կշաւվ ււրթո֊ 
Ifti'liuif ft ի I. 1ւ -.աաված nnf \ա if ա iif ա ա ա и իք ան կ չո ntj пր fd tt էքոնա ք ոա/քիէէ- 
նալ ւի անկլլ ի ա՛հ L fl ի и ի и nt liif'it հ րի մի..հ:

2^1էէմ րնրլհանրաւյվոէէք են ՛!•. Ilht/րււի j 4 j ա չիւա աա իք/ան աքւդրհնր- 
նեոո:
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Ьчичп էրյւէէւ! Լ մ ի ափ էր չրջանա‘{ծի »/րա կամայական կջսսվ րիօրթւպէւ֊ 
նալ (հպհանքէսւէյվաձ եոանկլանա չափական րաէ/մանդամս!/րի ւէխւահւք հ կապ 
Լ 'էւււսւււաաւիէէ մ արք էփւ/ilihtl ի հ if իաւիէր շր<ք ան ադծի նույն կչւաւք օր֊
քձւպրնւսլ ոա ցիոնա / 'փ ւոնկչյի ան /»րի ւքիգև:
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