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МАТЕМАТИКА

В А. ДЖРБАШЯН

ОБ ИНТЕГРАЛАХ ОТ БЕССЕЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ

При решении ряда физических задач оказываются необходимыми 
интегралы вида

л
(Л)

а

Ւ

fe. (рП £.(=<) dt (й)

а

И Т. Д.
Здесь / . :կ ' — комплексные, р, = —действительные или мнимые 

числе. - эо са, b հ; ос; (р/), Е. (з/) — решения уравнения Бесселя. 
Произвольность перечисленных величин ограничивается лишь требо
ванием существования интегралов (71), (В).

В некоторых частных случаях значения интегралов даются:
для (А), (В) при (2=0. b — ос формулами Вебера Шафхейтлнна: 

для (А) при л= ՛- >4 2т + 1. где т - натуральное целое число, или 
нуль-рёкуррентными формулами; для В) при >• — ’ 1. ——р —v 1, 

7 I |—формулами Ломмеля. Если ?. отличается от приведен
ных четным числом, то при Հհ = £Հ значения интегралов вида (В) 
могут быть найдены с помощью формулы приведения Шафхейтлн
на |1].

В настоящей работе излагается метод вычисления интегралов 
(А). (В) в их области существования. Значения интегралов, как и в 
известных частных случаях, даются рядами, причем, если предел b 
(или а) большое число, то соответствующий ряд является асимп
тотическим.

В приложении приводятся простейшие интегралы вида (А), (В) 
для всех возможных значений параметров.

Применяемый подход может быть полезен к при вычислении 
интегралов других типов.
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§ 1. Вычисление интегралов вида (А), (в) при bх

Рассмотрим сначала интегралы (А). (Я) н случае, когда b - х 
Изложим метол вычисления таких интегралов на конкретном пример* 
интеграла

\ՀՀ2(ք} di, 
а

где Л',(Г)— функция Макдональда (см. приложение).
Если </=(), то рассматриваемый интеграл сходится при 

Re(X-f- I)>2|Re(v)|. (1 1}
Если <'/>՝>. го он существует для произвольных комплексных 

>, Л.
Допустим сначала, что имеет место условие (1.1). Тогда можем 

написать

f 1՝к։. (Г) Л = Ф, ֊ ՓՀ (я), (1.2)

а
где для сходящихся интегралов введено обозначение

?/<*(*) = ,րՀէ).
Л» •՝ у 

О
Ф гл2(зо) мы можем вычислить непосредственно, воспользовавшись 

представлением Барнса [I]. При предположении (1.1) получается из
вестное |2| выражение

Найдем теперь <Հ ^շ("). Исходя из определения [1| функции К,(О, 

нетрудно показать, что

Кг. (0 = 2г֊ Т։ (■<) է ՜Հ' ,А ( - •- + ֊; — •< 4֊ 1. - 2» + ։: +

+ Г'ГНГ|- ’)л(֊: -’-I-։. +

+ 2՜5,'։ր(֊ )^'1ЛЛ + ֊֊: ’+։. 2»-Ы: '*)• <։-4'

где է—обобщенный, гипёргеометрическнй ряд.
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Учитывая, что получающийся ряд сходится {3], помножим (1.4) 
на и почленно проинтегрируем. Таким образом будем иметь

+ <K?<eH ՓՀ «’(“>■ U-5)
где

<?к? («) - շ*՜-Ր(*Խ՜* *41 «/' 1
— 2у 4 Հ -Ւ ւ \ 2 * ֊ Н 2 + 2

С kW = I (v) I ( >)'■՛' -
2 (> I 1)

՛- - -1 . - v — ], >4 1: or Y
2 2 /

Равенства (I 2), (1.3) и (1.5) дают решение поставленной задачи. 
Действительно, результат (1.2) мы получили при предположении (1.1). 
когда ФА д... (оо) и Ф. («) сходятся и даются формулами (1.3) и 

(1.51. Однако, правая и левая части равенства (1.2), где под 
Ф? д,з(‘Х>) и Фх (</) подразумеваются правые части (1.3) и (1.5), 

являются аналитическими функциями от *, л. д при любых комплекс
ных •, /. и положительном а. Поэтом} согласно принципу аналитиче
ского продолжения (1.2) справедливо для указанной широкой об
ласти V, Л, <1.

Особо следует остановиться на случаях, когда среди —---- ՝ ,
2 2

М № 1 1
*---- —------ < V— •—------ есть нуль или натуральное число, а

2 2 2 2
. -1

—— — 1 отлично от таких чисел. В этих случаях первый и второй 

члены правой части (1.2) в отдельности обращаются в бесконечность. 
Однако, после устранения неопределенности получаем конечное вы
ражение. Приведем значения (1.2) для наиболее простых таких слу
чаев, когда только одно из упомянутых грех выражений есть нуль 
или натуральное число.

Пусть
п, п', /։”, п"'= 0, 1. 2,---.

Когда

л. V- К-----
2 2 2 2
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—tts ՛, ■ ■ ч—- в т " ~ г—;. 1 ■* - д. ~ ■ ՛ ~ ; —

to)dt=( Ո՞ ~^< >-Д)г(1_£) х
֊՚ 4«։г(֊п+֊-)

J 4л ? Г (4 > — п 4- — )
а \ 2/

У 2 In (7 — փ [fl 4- 1) — փ ( v II) ձ ( ±2> ri) ֊| փ v ո Հ- $ j-

֊փ; հ;(«). (ւ.26)

bieci. Փ;,/<•’( л) есть Փ) д-?(а) за вычетом обращающегося а бесконеч
ность члена а (1.5). 4— логарифмическая производная от гамма- 

функн.ий: 'г-(г)-- - In I ’(г). Исли մՀՕ, то рассматриваемый инте- 
dz

грал сходится при условии (1.1) и лается формулой (1.2). При на
рушении (1.1) несобственный интеграл не существует. Однако, если 
при этом существует его главное значение (при Re (). 1)>0,
Re( 1 2*)>-0, если — 2* —1 действит. чети., при Re(>- 1) О, 
если >.4- 1—действит. чети., 2* действ, чети.), то нетрудно убедиться, 
что оно дается правой частью (1.2) и следующих из не». формуй 
1.2а), (1 2б) и т. л., в предположении, что а под логарифмом (если 

он входит в ответ) понимается в смысле абсолютного значения.
Выражение (1.2) и вытекающие из него формулы, хотя и явля

ются общими*, но практически удобны при небольших а.
При больших |а| рассматриваемый интеграл представляется 

асимптотическим разложением

Нетрудно убедиться н Частно, ти. чго при I (1.2) >• -ь xooquiu HjBecor.;i 
формула

Сdt = а՞ I /<;-(«) ֊ А + 4) А: (а) 
’ 2 \ II՜./
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dt V ( °՞1 1 '-•« + !)
J 4 А

получаемым почленным интегрированием асимтотнческого разложе
ния /'А:(/1, с последующей подстановкой выражения [2| для непол
ной гамма-функции — 2а), при больших а'.

§ 2. Вычисление интегралов вида (.4), (3)

Теперь исследуем интегралы (.4), (Я) для произвольного Ь. Пред- 
b PC »

ставив | как разность интегралов и мы можем воспользо- 
п /ib

ваться выражениями для них, выведенными способами, описанными 
л § 2. Особый интерес представляет случай, когда а—небольшое, 

ծ
Ь большое. Например, для интеграла \Հ1<Հ(է}մէ получается 

« 
ի

| ^(оо) ֊ ՓՀ K,ib). (2.1)

It

тде Ф? Ф, ժտ(<0 дается формулами (1.3). (1.5), (1.2а), (1.2б),

а через /՛. д.ДА) обозначена правая часть (1.6). представляющая со

бой асимптотическое разложение.
Формула (2.1) пригодна как для положительных, гак и отрица

тельных и. Ь. Однако, в некоторых случаях, такие формулы непо
средственно даю։ значения интегралов для а любого знака, но при 
ծ^>0. Значения интегралов и их главных значений при даются 
аналитическим продолжением приводимых формул.
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В приведенном примере интегралы j. j сходились, во всей об֊ 
71 X»

Ь
ласти существования искомого интеграла . Однако, возможны Со-

а 
лее сложные примеры. 

Л Հ»
Рассмотрим интеграл [ля него нетрудно получить-

ст 
я. ***.

интегралы и (см. (П. I) (II. 16)). 
а ծ

Равенства (П. 1) и (П. 16) имеют место лишь при Rep-X-y*

При Re (>.) > интегралы в левых частях (П. 1), (П. 16) расхо

дятся. Однако, разность выражений (П. 1). ill. 16). являющаяся ана
литической функцией, согласно принципу аналитического продолже
ния представляет собой интересующий нас интеграл во всей области 
его существования. 

ь, ■»
Для вычисления интеграла ( t'J.. (М J.{t) dt находим сначала | 

и а
(см. (11. 5)), а почленное интегрирование асимптотическое разложе
ния подинтегрального выражения лает

'Ч (ОЛ(0 Л = s cos (2b - ղ - Ջ - ) X
J 2~ m-о \ 2 2 2 /

. I-,֊... . 1) » 1
(2ЬГ Г (->• + »'֊! I)

, ,, cos (Я-, — От) — 
'-’у
՜^m-Օ Ч ".'.М2֊'՝
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,п (֊1Г'г| ич-/л'-ь յփՀ-^ա'-}- շխ
Iх? /՜ Т\

п ° т'< (т — тг)!Г( 4- — ) X

+ — т՛ )Г( v Հ-m ա' 1 )
------- 7---------- Г\ ' / ПТ՜/՜ is ~~ + 0 ">■ (22>

Г + т)Г0 1 2)Г(“’+ շ)

Причем при целом неотрипа тельном У- в (2.2) положено р 4-1 > 
(П. 5) и (2.2) имеют место при Re (>.)<£'(), а если >. —целое неотри
цательное число, то расходятся обе части равенств (П.5) и (2.2).

Теперь учтем, что последний конечный ряд в (2.2) может быть 
просуммирован.

Действительно.

(2.3)

где через обозначен обобщенныи

гипергеометрический ряд с аргументом, равным единице. Воспользо
вавшись (2.3) и формулой (2) работы 14|, второй член в (2.2) со своим 
знаком можем представить в виде
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Таким образом, возникающие при /■ целом неотрицательном ра- 
•- * •

сходящиеся члены в разности интегралов | и сократятся. Эта раз- 
X

кость и в данном случае является аналитической функцией и пред- 
h

ставляет интеграл ((см. (II. 5) (1Ч.5г)).

П Р И Л О Ж Е Н И Е

ИНТЕГРАЛЫ ОТ БЕССЕЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ

Ниже приведены значения простейших интегралов вида (Л), (Z?). 
во всей области существования, вычисленных методом, изложенным

Ж frt
в § I. 2. Сначала даны интегралы (, удобные для малых а, и | , 

г е>
/>

удобные для больших Ь. По этим значениям определяется ^без ог- 

«3
раничения на Re/֊, необходимого з некоторых случаях для суще

ствования ) 
и

b

Затем приведены значения | для тех случаев, когда интегралы
а а

( не существуют.

4
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Выражения для справедливы для действительных а. Однако, 
п

при ճ<ՀՕ интеграл ( существует при дополнительном условии схо- 
v

димости интеграла При его нарушении, но при соблюдении дру- 
0

гих условий, которые также приводятся, существует главное шаче- 
*- Л»

ии- интеграла /Л. Оно дается.выражением для ( или ) п предпо- 
tl О

ложении, чго а ноя логарифмом (если он входит в ответ) понимается 
в смысле абсолютного значения.

■*

Основное выражение для , при некоторых значениях парамет- 
Л

роя и, у. обращается в неопределенность. Для этих случаев ( 
п 

«в
приводится отдельно, причем через Ф' ( Г для j J тогда обозначз- 

г>
•тся Ф{Р) за вычетом обращающихся в бесконечное։ь членов.

Интегралы представлены асимптотическими рядами. В случаях, 
//

когда в полинтетральную функцию не входят ./.(/) или .V.и), уги 
формулы справедливы при действительных Ь. В противном случае 
они непосредственно справедливы только при 2»>0, а при b <Հ и ин- 

те г рал» лаются аналитическим продолжением, которое просто по-
ծ

лучить с помощью приведенных формул и аналитического продолже
ния |2| бесселевых функций.

Отметим, что формулы (П. 1а). (П. 2в). (II. Зв) получены неза
висимо Люком [5].

Ниже введены следующие обозначения 
w. 1, 2,...

Р = 0. - 1, 2,--«
С — постоянная Эйлера: С— 0,577215 6649

дзета—функция Римана: ր. = 1,2020569032•••, 
Если
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„ „•֊ Нп1if « (я* -Л_ 1).
■ • '■ I < ■ | К 1)

/ /г \ 2ят,4-x+i «■ (—0 f-y)
ФА /(а)=-------- V------------------------

2 Հ70 Ի->- ֊ք-2/п -: 1)/И! Г и-г/Л 4 1

2 2 )
/Л(гЫг = Հ ՜ Հ -Ф, .. т. .. ]>

г/~ • 1
\ 2 2 2 /

Re (;.)<-!■
4>

При а < 0 существует, если дополнительно Re {՝• '■ 4- I) >(); 
«

при Re (՝>-]-/-j-1) 0 существует /3^ .если 4 /. ֊ր 1 действ, петн. 
п

При 1=2/յ. /,՛ -}- /.=£ п'

2 In ‘J
2 •?(A։ Т 1)-փ(>4 fl 411

ըօտ ^Փ) 7 (<յ) Փ} յ (a) • —՝ »
ՓԼ № = ֊ 1

տհւ

X у '՜ "'fi)” _

4֊ A f 2//?-t- 1)* Л» J (// -{-/« )! 2"
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2 Հ՛ր
(л т

(П. 2)

Re(X)<

V если дополнительно Re(Z-M)>существует

. если

֊ ՓԼ **,(<')• (П. 2а)
S!П 2

При •

* Г(> —«)( է'ւ\րՀէ) մէ — -Ф у խ).2 In
//.In

(П. 26)
При ч = п. - п 1 = 2«

1)г'г1 2 л

ռ'! (it 4֊ ;/')! ՜ к I

(П. 2в)

1 
k

I 
k՛

2 in հ-Հ(ո+ 1) •;(•' + « + О ֊

J /'A'.(Z) di = ՜ sin ( — ՝* -• k) 
и

>|Re(v)i;npH Re (a-4-1) iRe(v) существует

J л! Г (v-i- n ♦- 1

При a<0

I = 2//. — •/ -L ti /I

VI ՜<Հ>(ս’'
П-гП . II
V 1 4. V— J I—А-1 К k-l

Հ ֊֊^(Л -I-1) -

t. -- 2w 4֊ 1)/«!(« • ///)!

a
действ, чети, при Re ( >0, Re (л I ) |Re(v) или, если ՝• и /. 4- 1
действ, целые числа одинаково։: .четности при Re (/■ ~ Г) Re(>) ;. 
При * р, 1 — X | = ՝2п
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♦и.И-НГ*1» ' Фл.4</а)(1п “■ + с )+<-!>’ а"’.‘,-Х

Л“о (« + х + 2т ֊•֊ 1 )2 т! (д ֊| т)!

-J±lv' (֊1Г(Д֊Л' 1)!(У 

2՜՞’’ Л ( “ + х 4-2/n+l)/W!
(սՀ'ո

(— i)« ֊ — у __________ ՃՃՃ___________
‘^՝ „Հ՞օ <« Н- + 2® ՛ 1)т|(л + я!)!

J/X(O dt = շ>- ‘г (֊Հ֊+1+±) 1Հ- Л+ճ + ±)_ Փ, k W.

(П. 3)

При«<0 I существует, если Re ().- !)> Re(v)|; при Re(>. -1-1)*'

Հ. Re (■*) существует , если -j-> Ь X4-1 действ, чети, при Re(±v) >0, 
a

|Re(/-+I)|< Re(v)| или, если v и л 4 1 действ, целые одинаковой 
четности при | Re (>. 4֊ 1) | > i Re {՝•)
При — < — ).— != 2/լ v -|. n n՛

J n\



ո
]ս С

tu Ն v 4-л — ‘Ահ. = լ — у ֊ г. wd[յ

(«6 'Ll) -(ոՀ^՚՚Փ- (w-* ■ յ?.-(ւ + ւ/)9 —~լ11Տ X

21 УНПМН<Ф ХННаС'ЭЭЭО0 io XUI-’i:tij.)lHil 90
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2 ( 2m 1) //.՛II и - m •
(П. 4)

Интеграл не существует, 
а 

/>
При а < О, существует, если Re (v 4՜ /. — 1) > 0; при

V « 
b

Re (՝* 4- X փ I) 0 существует Р^. если 4- /. 1 действ, чети.
ч

При —X — 1 = 2л 
ь
\CL(t)dt - -------------- =--------- bin- -*(«+■ I) —ծ(\-ր п -|-1)| -

п\Г (•< + п -1)1 |

а-^՝ г< (■■)
֊ 4 — ----------------------------------------- Л. ,(ծւ. (П. 4a)

2՜ m о (•# ; • Հրո l)m! Г(* /// Ի

Փ'-Հ. Հ<"> ֊Հ^. X -*

X 2-------------------------;-----------------------------Ш---------------------------
■' I- Л — I) m’l (•* 4- < m -f- I) |*(յւ^/ո 1) Г (•* «4 1)

F>. J.,. J, <ծ| = հ: 2<°։ (2* -: о ՜ V “հ ) х
, Г( Л. :- 'է1 4-1) Հ. 1
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Р'Л, {/)./,(/).// =

<1

ке ) < и

При ս*Հ0 I существует. если дополнительно Re (р • •> л4֊1)^>0:

при Re(p-f ՝' I '• i 1) >П существует PI, если u 4՜7 -'4-1 действ, 

четн.
При — ;л — / — — 1 — 2'/. • | ■ 2/1 '. •< .. ,
? | л - | т շքէ”

— (-1) х
.՛ '։Н’(*+'4-л-НИ(и ֊-п փ DO 4-л- 1)U

2 1п ?(ч 1) 4“-И—Л) - ծ (р. 4֊ v •- л I) •И:а4- f‘ + D —
•' С' 4 /! -h I) - Ф,„ уд1 у L (П. 5а)
*

7,(0Հ(ծ). (II. 56)
Л

При /, = /I
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֊ фХ. Հ. հ(«)— Ղ j(by (П- 5в>

При 'к—п, — и — ч — п — 1 ==.2л', -- и ֊֊>֊}■ н 1 ¥= 2л". a — ՚#4՜ п — 
— 1 -Հ 2л*

\tnJ*(t)J (t]dt ~ ________ 2՞՜1 (л 4-л')Г_________  
л?л'!Г(“4֊ л' փ 1)Г(-*4 ոՒ |- 1)

X 2 In — 2-Ь (л փ 1) 4- ձ (п' 1) 4֊ -И/i - /f 1) 4- ծ (u 4- //' 4- I) 4-
<։*

Г(*—1) ~0 (н 4֊ ■* 4՜ * + 2"* I 1) л/!1'(р +л։4- 1)
(П. 6)

если с t d Re (л) <Հ 1.

существует; если дополнительно
а

Re 4֊ * 4՝'- 4- 1)>0;

при Re (р 4 • /. 4֊ 1) ֊0 существует Р если и * 4- л 4֊ I действ.

четн.
При — р. — v л — 1 = 2л, — р. — п — 1 п', — * — 1 փ п."

\t\i, (ct)J,(dt)dt= (- l)՞44 շԿ
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21пП/ - Ф(й —zn 
2 •

■ J) — 6 (и. - п т -г I)

т\ Г (р. -֊ т -4- ])
(II. ба)X

Если с =ւ d

J ’ ։ cd ьт

X 3?"—;------ 7ТТ» V (Հ՜է■<0*՜"՜'«օտ (< | d;^ — (^+v|֊/n)4-
,֊ol (-Х4-ОТЧ 1Լ-յ 2

-<-l)”'(c-d)։ " 'sin (c d}b (и ч f-

Физнческнй институт ГК Аг) СССР 
յ. Ереван

Поступила 15 VI 1964

•I.. Հ ՋՐՈԱՀՅԱՆՐԵԱՍԵԼԻ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻՑ ԻՆՏԵԳՐԱԼՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ
Ա մ փ ո փ ո ։ մ

ԿէԱրէսղրված Հ էքրևնէք էքոլութլան mիրուլքժներում ('եււսելի ֆունկցխււ- 
bbplttf b'atnbgfitn լհել։ի հա •էիք иЛ/ մհթող։ 1'ևրված են արք Լնասյա րէք ին ահ դրա [֊ 
նհրր սյտրամհտրերի րոլոր հնարավոր արժեքների համար:

1երսւկսւնու թ րոն մեգ հալան/l րանաձևերր համրնկնում են դիա ա րկված- 
ների մասնավոր դեէէ/քերի հեաէ
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