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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. С. САРКИСЯН. В В МИКАЕЛЯН

ФОРМУЛЫ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПОЛОЖЕНИЯ ЦЕНТРА 
ИЗГИБА АНИЗОТРОПНОГО СОСТАВНОГО СТЕРЖНЯ

Проблема об определении центра изгиба изотропного стержня 
при помощи решения только лишь задачи кручения исследована в 
работах [1 8|. В [9| доказана возможность решения задачи об опре­
делении цен тра изгиба анизотропного призматического стержня с сим­
метричным поперечным сечением.

В работе [Ю| получены формулы для определения координат 
центра изгиба изотропного составного призматического стержня при 
помощи функций, аналогичных функциям Сен-Венена и Прандтля в 
задаче кручения изотропных однородных стержней.

В настоящей статье рассматривается задача об определении по­
ложения центра изгиба анизотропного (неортотропного) составного 
призматического стержня с произвольным поперечным сечением при 
помощи решения задачи кручения.

§ I. Постановка задачи. Рассмотрим анизотропный стержень, 
составленный из различных анизотропных призматических тел. спаян­
ных или склеенных по боковым поверхностям, когда упругие постоян­
ные этих тел различны. Предположим, что в каждой точке каждого
тела имеется лишь одна плоскость упругой симметрии. нормальная
к оси стержня (то есть каждое теле неортотропное) Области попе­
речного сечения, соответствующие различным материалам стержня, 
обозначим через Г)}, D,.- • ■. линию раздела смежных областей 
£>։ и £)/ —через а контур всей области через Ао. Предположим, 
что линии раздела / ш либо целиком находятся внутри области 
(область всего поперечного сечения), либо пересекаются с ее конту­
ром /.„ под определенным углом, не равным нулю.

Пусть один конец стержня заделан, а к другому концу прило- 

;-.жена поперечная изгибающая сила Р(Р,. /Հ.) произвольного направ­
ления. Поместим начало координат л*, у, z в некоторой точке сече­
ния заделанного конца изгибаемого стержня Ось : направим парал­
лельно образующим поверхности призматического составного анизо­
тропного стержня, а оси л՜ н у —в плоскости поперечного сечения. 

| Примем, что коэффициенты Пуассона ‘о.-, и коэффициенты взаим­
ного влияния первого рода yvv. материалов составляющих тел оди-

рНЙКОВЫ. *
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Касательные напряжения т‘у/ в области ՀՀ при поперечном 
изгибе неортотропного составного стержня, когда /Л=?=0, /Հ = 0, оп­
ределяются формулами |11]:

I оу >а&

•!.. = я -'հհ - ֊(В.У*4-/<„у)-Г Հ(л) I.
ох 2a-ss

Здесь Ч'<(л*. у) -функция напряжений изгиба в области /Л, 
удовлетворяющая дифференциальному уравнению

Կ14-ն 1 = (2<гА -г т(ху> ; Ло) a--(2vA + 'և>>. Д) у + 
at

-I- ֊г (Л.Х - 50у) 4- % (Л-) - и‘ Հ (у) -ь Շօ (1.2)Պ-։
и условиям

ժո; 
ds

֊ (в,У=+«.У)+■>, W I ֊- + А» -г f, (у) I d->- на I.t.
2«3i I as 2gsj as

(1-3)

}՝‘ H!1 ՛■"՝as os

/ժ*4’\ /Ժ*Փ\
"։ Լ՚հ

r.ie введены следующие обозначения

^■2=2 3(-»'+'в(+з.м։-тт֊—; ^,=Х.
/-1Й ОХ; ОХ}

-’•ն = У.

с, (у) л 'j, (x) - произвольные функнни,

(".№ -1 Kay}dX 
as as

dx 
'■‘ds

ay 
‘ds՝

g- = ֊^(^0y2-r/<0y) ^ydx ,r, 
«'i3 dn a'3i d/t

• (Дох- -/<oa) '<֊ a՝>'
(ixidti a-^dn

s

+ |՚Հ (.v) <- + ?/ (y) «յ«1 + Hr, (A-) a\K ■ (y) ay •

б/у _ __

ds ‘ ds
a/у—упругие постоянные. Постоянные коэффициенты До,/^0 и/<0 

определяются из следующей системы уравнений:
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n c “ Հ * С
+ ' -О,

J-I Л» յ—i 1*-1 a&>

лу7՛;՛ + л. у. ¥+а,у #=o. (1.6)
/-l"® ւ-1ճս Г-I a®

ЛУ֊ -Й.У— А.У?"--1.
I-J <J« r-i a« 1~ճ*>

1 где ձ'/ площадь /Л. Տ/4, Jix. -h*՝ статические моменты и 
моменты инерции Dt относительно осей координат.

Отметим, что постоянная С9, входящая в правую часть уравне­
ния (1.2), определяется из условия

Գ - (2^ До 4- тЪг 7Հ) Հ- (2V. + ЧЖу. z Д«) Հ» И-7)

которое необходимо и достаточно для того, чтобы поперечный изгиб 
анизотропного составного стержня не сопровождался кручением.

Здесь х’ и у* координаты геометрического центра тяжести об- 
■ ласти /)(1.

Расстояние у = у линии действия главного вектора касательных 
напряжений и.пиба от начала координат определяется из уравнения

/>,у-г Л1у(/<) = 0. (1.8)
где

Л1, (Л) - 2 |՜[ (х:‘, — ry dxdy. (1.9)

Легко убедиться, что в окончательное выражение Л1О(РХ) не входят 
֊функции ?. (у) и հ (х). Поэтому не нарушая общности задачи, для 
простоты, в дальнейшем примем s = Հ — 0.

Абсцисса х центра изгиба анизотропного составного стержня 
определяется из уравнения

Р,.х-,Ио(/\)=О. (1.10)
В случае /Հ = 0, /\ 0, постоянные, входящие в Л1О(РУ), соответ­
ствующие .40. Яо и Л’в обозначим через .1-'. Л, и Эти постоянные 
•определяются из системы уравнений

ՀՏ ֊?4-42л? + ЛоЕ֊‘=о,
Чл ~ Ճ13

Հտ’֊;՛. в;у^֊ + Հ>՝ձ՝;՛ =-1. (Ш 
|-t ։Tj
л , 0 , я հՀ՝֊՝ 7; ։ . a;v֊Y = о.

4-X J —J *^։ <-l u
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Поставим задачу: определить положение центра изгиба при по­
мощи решения задачи кручения, ие решая задачу об изгибе.

§ 2. Решение задачи. С этой целью функцию напряжений при 
изгибе 'Г, (а, у) представим в следующем виде

՝г, (х. у) = Ւ, (х. у} ֊ -£?Ф, (х. у). (2.1)

Здесь Фил. у)—функция кручения анизотропного составного стержня 
в области /Л , з F'ilx. у) будем называть функцией изгиба тою же 
стержня.

Функции Փ.՚(ր. у) удовлетворяют дифференциальным уравне­
ниям [12]

/.,|Ф,| = —2 в областях /Л (/«!,•••. п) (2.2)
и условиям

^*-=0 
as

или Ф/ = 0 на Ճ.,. (2.3)

аФ{ _ аФ, 
as as

или Ф. = Ф/ ИЗ L;, , (2.4).

\ <?// ft \ дп 7/
,'!егко видеть, что из (1.2)—(1.5) и (2.1) для /՝՝, (х. у) получим 

следующие дифференциальные уравнения

Կ |Л I = (2\,А + ն>՚. Ио) * - (^Л 4֊ \xyi у 

а*.г ՛
-г (Лох /?оу) в областях /Л (/= 1, 2,---, /г) (2.6)

Лзэ
и условия

— =Л на Д„, (2.7)
as

где

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Подставляя значения Հ. и из (1.1) в выражение (1.9). пере­
ходя от функции Т, к функциям Ft и Փյ по формуле (2.1). затеи 
интегрируя по частям, для Л/(|(РГ) получим следующее выражение
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П Р " 1 Р Р
Л*о(^) = рл V Ri 4֊ V -г л-у (Ноу Л.Д) ԺԶ. (2.1!) 

‘֊' 2 ՜ '

;есь

Ri == f I՛ " 1Հև) д- ք,ձճրւ} 1 dQ _ 2 C Ռ; յ<շ _ 
J J <JX c>y J J/ձ

֊ U| ' ՝ "Լփյ ԺՋ - чИ- 
2?.’| "x <-v Կ

или ла основании формулы Грина

ft«2^//"</s 2 j'j’fttfa-C. |'<1>.-֊Կ/տ Cof քփ, մւ> <2.12) 

p'l
*

I =-֊֊J(A't/y-yrf.v)^
0

вставим следующее скалярное произведение
I (<1>. /.։թ|) = ^'Փ£։|ք|ԺԶ. (2.13)

Тогда, можно показать, что имеет место следующее соотношение

(<1>, Д։|/;1) (Л. Ճ.[Փ))= |‘;Ф — ds-'\j/--— ds. (2.14) Ժ// On

)и производными функции Сеи- Ժ// /i
Вена на (х. у).

При кручении анизотропного составного стержня касательные 
(ряжения выражаются так [12, 13|

ч.—֊7֊
ի через функции кручения ©Дх. у)

где » — угол закручивания на единицу длины стержня, а ДЬ модули 
Йругости, которые снизаны с коэффициентами деформации а'., еле- 
ующи.м образом
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А1 а55 .1 А‘_______ <
• ։oS — Л, «'..ai- — •н Гю

На основании (2.15)—(2.17), можно доказать, что

/ Ժ*Փ \ о ,
\ с) п d s ՜ d s

Принимая во внимание (2.2), (2.14) и (2.18), находим
7Ձ ,։ Г2(| F, S ds-2 | jf.dS (Ф,. Z.IM)- 

Հ ‘ S D,

Կ
cfs 

Կ

Затем учитывая (1.8), (2.11), (2.12) и (2.19), получим

у =У<Ф,. Д։|Л|)...
(Г.

•ds — 
ժտ

f փ< V՛
•’ as 
f;

п л

Л,
շ — ճև ) 1

•՜։ ~ ն>/՜

(2.18)

(2.19)

as

(2.22)

.է-,4-)մԶ.
(2.20)

Л ԱԼ)
На основании (2.3) и (2.4) Vн Ф/— մճ = 0. так как интегралы 

‘-Ч, ds

no I.Q равны нулю, а по линиям раздела 1.ц сокращаются.
Нетрудно убедиться в следующем факте

л

I.

К

Կ>

или. учи.свая (2.3) и (2.9).

V. ds= у 1 <|>,(g( -g)rfs.
i.j-i J 

Կ

Так как У լ| հ. ds = 0 на основании (2.3). то выражение (2.21)

можно преобразовать так

Ժճ У Iփ, (^ 
I. J

Կ

— g,} as ф, }հ.ds = V (| ф, g;ds\
I. 1-1Կ
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Интегрируем па частям третий член выражения (2.20)

л е ժտ, ° w Ր дГ'\

2—17 ”•՛ /—1 * i“i/ ճԿ Կ
(2.23)

IT
?J = 0 в силу однозначности функций ?, и ՝Г на замкнутых 

Г։контурах Z./|10).
Преобразуем второй член выражения (2.23). При помощи (2.7) 

и (2.8) можно написать

(2.24)

Составим следующее выражение 

я ր п t*
/=У ( ^фФ/Я/rfx. (2.25)

‘֊'Կ ^’Կ
Подставляя значения ft и gt из (2.10) в (2.25), затем принимая

формулу Грина, выражение (2.25) можно представить в таком виде

! = - У 4֊ ( ( ?! (Л* • Д>У + Л'„) «Զ
I “Ъ,

| Ժջ. ԺՓյ , ԺՓ/ +(««>*4- л.՛»/) I I «« -57

На основании (2.15) —(2.17) .можно получить
ժ'ձ. ԺՓչ ԺՓ/
— al,---  «է-֊---- г У
дх ~ ду ■” дх

<><р.
— -----u дх

— X.

Тогда в силу (2.27) выражение <2.26) примет вил

Ազ. (2.26)

(2.27)
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’ 3 ֊/ J f A-v (.40х - Я(,у) ժ<2 V ռՀ [ф, (ЛОЛ- - Воу) մճ. (2.:

4“: 33 հ о/
Учитывая выражения (1.7). (2.6), (2.20)—(2.24) и (2.28). для оп 

ределения ординаты центра изгиба у анизотропного (неортотропно! 
составного стержня находим следующую окончательную формулу

Хналогично, из (1.10) получим формулу для абсциссы а цент 
изгиба

X = Л).:л--л<)-

-(Ջ’Կ-Հ-’.ճ в’)(.у Հ)|ժ®4-^’֊: ff+ /&՛ + /<;)</ջ.
, ! «за J JՂ՛ (2.3

Из формул (2.29) и (2.30) нетрудно получить выражения
определения координаты центра из: пои анизотропного (неортотропне

д

однородного стержня

№ о «յ -%) (а ՜ । ՜ «згТ^о) (у — Ус)| Փ^Ջ
Ռ

( (Д.х 4֊ /^У -ь /<0) ?մԶ. 
ւ>

(2.31)

— rt.,„/40) (X X - (2д„Д0 - (у - ус)| ՓՃՃ4-
/>

/<<() ?ԺԼ>
/>

где Ло,•••. К6 определяются из следующей системы уравнений

■ 1сУvy 4“ Л v~ А(гУг
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■ւ-л՛ .  —--г֊ • ■ ՛ 3fc==s:

До^у ֊֊ JiQSx -j \’0L’n = < >

<*W>'y ՝у г A0Sy = 1 * 

40Лгу 4՜ #цЛл4 AOS.V — J 

Հտ> 4֊B0Sx4 Vo֊0.

Отмстим, что для определения положения центра изгиба орто- 
1ПН0Г0 составного стержня, когда физические оси совпадаю՛', с гео- 
трическими осями ( а'. — = 0. а‘,3 — — ֊'՝ . aj = — . «.«. - J-)

йз (2.29) и (2.30) получим

֊ շ Е'г <?, (Л1;л- 4֊ Воу 4 А.,) <72. (2.34)
1 1 Ъ'

В частном случае, если предполагав материалы составного 
ржнч изотропными, то есть Е‘х - F.\ — Е: Е. = > - — ՝>, (j .

= G‘-:^=(j\ то из (2.33) и (2.34) получаются формулы для определения 
фложення центра изгиба составного призматического стержня |1о|.

Теперь перейдем к определению положения центра изгиба ан­
изотропного составного стержня с продольными полостями.

Можно доказать, что решения задачи кручения анизотропного 
составного стержня с продольными полостями (то есть область Ц, 
является многосвязной) могут полечиться из решения задачи круче­
ния анизотропного составного стержня при помощи 'предельною пе­
рехода, когда упругие постоянные й{ --р©, а • <х>, <Հ5- - х- (7 = 
<=it 4 I. н 4 2,-• •. а {-яг). Здесь Օո^հհ՝՝. Ол4.т — области 
соответствующих полостей.

Учитывая эти соображения, из (2.29) и (2.30) находим формулы 
для определения положения центра изгиба анизотропного составного 
стержня с продольными полостями



62 В. С. Саркисян, В. В. Микаелян

п
Г*ху,/’О^Л -Vc)

- (2»» Հ + r;, Д) (y ֊ y,) iia + V ֊Լ | I հՀյր гЛЭ4г
A

т I
- 2 Ф? ((2»„Հ + Ն ;Հ) (х, - X,.) ֊ (29„.Հ + Ո Д) (у, - yj] 2,; 

л-։
ո

У = v I I 4֊ T,xv .Д0)(х - .ve) —
A

- (2»„Д, + ч Д) (y-y,)] Д -V±f Г ?/ (,Հ.ր - - IQdSi (
i-l **33 J •

+ շփք|(Ձ»«ճ,+ г>. ..л,)(л, ж£);֊(2»уМ0+г(,, .fi(1)(y,-yf)|2,.

ւ
Здесь Զ(, л;, у.—площадь и координаты центра тяжести об 

ласти т). а постоянные Փ/Ա = 1. 2.---. /»), япляю,
щиеся значениями функции напряжения ня контурах LJ/ew-pj 
п ֊I 2,- • •, п ք- т), определяются при помощи обобщенной теореме 
Бредта |12|.
Ереванский imc>дарственный 

унивсремге։
Ереианскн:! полтелкнчегкн»: 

ИНС:итут Поступила 18 XII I

Վ. II. ИНС'МПЩЪ. <1., Վ. Մ1>Ք1Ա|ՎՅԱՆ

inail.Uli’I.hl1 ԱՆ1Փ.ՈՏ141Պ РПДи/КЧПк’. Ufl'l.b ԾՈ-ՍԱՆ ԿԵՆՏՐՈՆ!» ԴԽՐՔՐ.
ՈՐՈՇԵԼՈՒ ճԱ1րԱՐ

Ս. մ ։|ւ ո t|i ո ւ »|*

հէււր/м/<1 ntlf ииниуфий են րանսւձև եր, ււրոնւ) էպնուի)լամր կարել/ւ I, պ 
^եք ծոմ ան կենտրոնի կոորււինաանե րր սւոսւնր լուծհւո։. ա ւդս/իււի ձողերի 
ծոման խնէքիրր:

1^է'] րսՀհ/սձե ե ր ր ա ր 4։ տհւս րւււյ ած են անիզոտրոպ րաղսւդրրս/ ձոդի ոլոք 
ման խնդրի Ս են֊՝Էենանի ե Պրանդքի ֆււ/նկւք1ւաներ1ւ միջոցով:

Օ՛սման [ոնդրի լարւսՀւե՝։I։րի 'I'j (Д"։ \’) ֆանկցիան ներկտլացնելով հետե՛ 
լալ տեււրով _
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Т,(Х, У) - Ջւփ,(.ք, у),

•աչււղվու if Հ խնդիրը պա րէք /«ցնհ [ A աթւէոհետե սաանալ էքրվաձ հիՏՈւակսւն 
№քքփ լոէ-ծա.մը: Ալստևղ F4-(\, '*) /' ^րրւ/ո»ն ֆունկցիան է, ф (.ՀՀ )*)“/?՝ "/"ք“ 
մ՛ան ֆսւնկցիան . իսկ Շ ^-ն հաստատուն Լ՜'•

ll՝ ասնավսր դեպջա d‘ чin սւ i/if in՛՝! են <>ր fd n titրււ и/, րաղադրրս], ինչպես 
նաև րարյւ1 ակա պ Լա/նա կան կտրւքածր ունեցող ան ի դ ո տ րո պ րաղսպրչալ ձո­
ղերի ծոման կեն տ րոնն ե ր ր հաչվեր!! համար րանաձեեր:
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