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МАТЕМАТИКА

I». Л ШАХБАГЯН

ПЕРВАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ 
{ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА

В пилинлрнче кой области 2 = (О, Г) 'հ(Լ где G — ограниченная 
Масть евклидово пространства Яа. рассмотрим первую красную зи­
му для параболического уравнения второго порядка вида

|.(«) "" ֊Հ' " At(Du)~h(t. X), (1)

Ժ/ ^i0X‘
1С

х=(л1։.... Ля). D = (DP.... D,). /Л = --. =
дх։ cfDi

С( ; ” 1). Л(0)=0.

ункцин Аг(;։,---. имеют порядок роста но не превосходящий 
- ։. причем, для простоты, предполагается, что при р — I > 1

«
Ц$„-• •. С( ; ՜՜1 I). где : =V s. . На боковой поверх-

.=։
ости Զ = (0, 7'1 Г, где Г — гранила G. зададим, для простоты, ну- 
свые граничные условия

Дл = 0. (2)

при ft=O— начальное условие

|Հ
Используя то обстоятельство, что } равнение (1) имеет .потен- 

иальиую1* форму, удается получить априорную оценку для возмож­
на решений задачи (I). (21, (2'). и< которой следует существование 
’ решения суммируемой ։ квадратом производной пи времени.

I Это позволило рассмотреть уравнения более общего видн и до- 
ать для них однозначную разрешимость первой краевой задачи.

Введем некоторые обозначения. Пу< —пространство С . 1. 
колена |3| функций п(л) с нормой
I ■-<[('^йГН; * 

» Л «
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и £;։(0, Т\ Wp ) пространство функций к-(է, х), 0<Լէ<Հ7, -՛. •֊G г 
конечной нормой вида 

7՜ । ։

М։.р far X

iTx <**•
X.I»

п

6
(0

Обозначим через ԱՀ?' (0՜) и /.ДО, 7՜; ԱՀ,Ս> подпространства зтвх 
пространств, состоящие из функций, удовлетворяющих (в среднем) 
на Г, соответственно на (0. Т) X. Г. нулевым граничным условиям. 
Функции /4/(;г, «։,•••, $п) имеют степенной порядок роста на беско­
нечности по

А։(«1. ?„•••, ?»)| «С( iT' + l).. |5>

где t р >2, С не зависит от
/-1

Решение задачи (1), (2). (2') ищется в пространстве и (է, i)£

՜ !,р (О, Т\ -- ֊ /.2(0, Т\ LS(G)). Это решение п(1. х). по ипре- 
dt

делению, удовлетворяет соотношению

֊“• *1 + ИаЙМ խ[Հ У|, (6>
c)r I ох. I

где v любая функция пространства ճր(0, /'; U7J,1 ), причем н по­
следнем соотношении квадратными скобками обозначено следующее; 

խ, v| = Ա и (t, x)v(t, x)dxdt. В дальнейшем будет использовано-

также обозначение: (и, w (х) г (х) dx. 

а
Условия, при выполнении которых существует и единствен»» 

решение задачи, для простоты, приведем в алгебраической фСфЧе.
Условие /. Для любых чисел Լ и

; тц., Ъ) = V А/Л (կ, - • •, •„) /|Л т։/ > 5; $ (=v • • • է ;ո) 
a-. I -1 Г7։

где

Փ(?) = Ժ(1+|*ր“). ՚ (<

Условие //. Функции Л/(с։,--«. сп) удовлетворяют условию (5ւ.. 
а частные производные по имею։ порядок роста на: единицу мень­
ший, то есть
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| հ с (I ■;ր ՜2 փ ո. (9)
ծԼ.-

Условие HI, Билинейная форма £(;; հ . <,) оценивается сверху 
через соответствующую ей квадратичную форму:

(ij.---. Հ. С? \Г Н: \к. -■ /:(;: Հ. Ղյւ.
Խ 1 -- (Ю)

Предположим далее, что функция /;(/, х), входящая в правую часть 
уравнения (1). непрерывна и допускает непрерывные частные произ- 
н՝айые до второго порядка в Զ. кроме того, հ (է, х) удовлетворяет 
условию согласования

(Л«, *). քՎՀ));, „ = 0, ք Հ U>y'(G). (II)

Как доказано н работе |1]. при выполнении вы шесформулированных 
условий задача (1). (2). (2') имеет, и притом единственное, решение

х) 7՛: — - Լո (0. Г\ при любых гладких
dt

правых частях А(/, л*), удовлетворяющих соотношению (11). Реше­
ние задачи строится с помощью некоторого аналога метода Галер- 

кннэ. Выбирается некоторая система базисных функций £-ое
приближение искомой функции /;(/, л) ищется в виде: м.«(Л .г) —

-֊^elk(t)v{(x)-, функции подлежат определению. 

'՛1
Из равномерной опенки

к
где z* = У (/) сп (-*). ’И*) ՜ гладкая функция, обладающая еле? 

/-1
iy ютим и свойст ва .м и:

ձ , = 0,• • •. 1)Ц '1Г 0, -—։ >0, 'Ь(л)2>0 при а՛-֊О,

f(x't t\ граничная функция: и B=^.f(x\ է}Հ8), легко выво­
дится сходимость галеркинских приближений к точному решению 
ս{է, л) задачи (I). (2). (2') и принадлежность

■ тЧ, է Л։<0- Г: ճտ(0,)'дх, dt at
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ди • 
dxk.

д2и 
дх/ dt

\dxdt : ос. и ւր(0, Т-. iv;;,։>).
(13)

где С' = бХ(0, Г). Г<Т.
Входящая н оценку (12) постоянная /< (й./) зависит. вообще 

ծ ք
говоря, от й. - « /'. ֊• Мы покажем, что в случае уравнения (I).

можно получить опенку, аналогичную оценке (12), 6 которой, одна: 

постоянная /( зависит только от А н не зависит от Таким об|
dt Я 

зом, при замыкании нам удастся расширить класс правых частей.
Действительно, умножив обе части уравнения (1) на произвс.:ь« 

кую функцию и (л՜. /) !./,({). 7’; Ա”₽*) и проинтегрировав по Զ, по* 
лучим

ди - . , 
дг

.4; (Du). (Н)

Введем обозначение 
7" ■* 1|

[//, i7j'= и (х, /)т»(х, t)dxdt. 

О Ct

Подставим в (14) 7՝=՜՜ и заменим интегрирование по (J нятегрнро-

ваннс.м по Ճ . Получаем
=1/Ч"'• J

dt dt J 4-il dxtdf I dt

Докажем сходимость интегралов, входящих в (1-5). Коиечн՛
I ди ди. Г , ..

— • — следует из (13). Далее
Ժ7 Ժէ
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десь мы воспользовались порядком роста At на бесконечности и 
13). Таким образом, сходимость второго слагаемого левой части (15)

h.д"'
жай на. Сходимость же

di 
ем теперь соотношение (15)

следует также из (13). Преобра­

О U (И! 
—՝ I ------
at д/

* (Л (£>«))*■«» = [*. I (16)

суда получаем важную для дальнейшего оценку

ди ди 

ot nt
rdx< С։|//. АГ.

й

Прежде чем перейти к процессу замыкания оператора !•(«) от- 
ительно д(г. х), получим еще одну оценку. С этой целью положим 
оотношении (14) имеем

ди
— • не
/7

• ե (£)«). е
—..г ди ,. - к?-, •— =(/>, ие ] .

fix.
(18)

егко видеть, что

с/и 
не

д(
("(*, Г’). ш, П)-г — (1'0

льзуясь (7) и (8), оценим

^խ(Բ(/4-ս))-^(Օ/), е-к/ ди

dxi

ди ди.

oxi дх:

ди ой
дх uxi

d АЛО (-.и ■
dx dxt ■

, и \lpdt, (20>

Й /’(/, д։) — произвольная функция, принадлежащая пространству 
է, «О, Г; UZp1’). Из (19). (20) и (16). получим требуемую оценку

-- (//(х, Г),«(Х, 7*'))4- -֊֊ խ, не՜"!'

т՛
Ռ “ u?.,dt

С
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--• ие |+֊|

ր՝ 
е (^ւ օ. ■/4_A'5'w । 

о

ип T
է’ ----- ,X

Ս.Հէ

(2Ո

Перейдем теперь к процессу замыкания оператора L(a) отно­
сительно Л(/, л՜). Пусть Ал(/, х) последовательность функций, удов­
летворяющая условиям теоремы существования и единственности, 
причем

г

hn — A* lo.ct/Z -*0 при //. Л- 

о
1.22.1

Этой последовательности правых частей соответствует последователь­
ность решений х), удовлетворяющих соотношению

I"* v| + v| Л/(£>«„). |//,։. ք|Հ
I Ծէ I .1 dxi

(231

Вычитая почленно из (23) такое же соотношение с заменой п на է 
հ՛ — на («„ uk)e fl и, пользуясь (21), (получим следующую оценку 

г
Հ («»֊«*, <«„-„»)?- ']' Ռ *'(с, u„-u,\i„)dt l^czMl

*- J I at
о w

(и к) с -г I Д/ (У)//,,) — .-Լ (Du ^(Чг. —
՜ t-
дх,

՜հ* «.ч ‘̂՚ (J e ՛՝"* ՜ у՚ • I

е о
откуда

—՚ * cfH-'iA» аиХ.։л)’. (23դ
1)Ч. 1 \J /

V 
11з (22) и (23*) следует, что

11m аП։= Um bn.k — О, 
И. *-֊-ос II. А- »

где

Г
Чп.1. = ръ, — w*, («., — uk)e '|' />Я Л=( j е-'л1 սէւ—

o'

Обозначим и = lim //,. в пространстве ^(0. Т ; U”p ?). Таким образом,! 
л-* * 

имеем

Нт пп и f.p = 0. 
л-» (24)
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[ени.м теперь

..Լ(Թ/)— А։(Оик) = Ani(Dun-r-D(u и „У)
4'

'"2+ 21֊«Л " 9(- D'<" "’>՛)’
уда при р 2

у,
рЛ(О«)֊ЛаО«,>о ,«-֊֊ <-"|Հ(։ Ջ о,+

Согласно (241. отсюда следует, что левая часть (25) стремится к 
нулю. Из (17) следует (с помощью (24)). чго равномерно ограничены
du, 

I df |Լ J 
dU, X)

< С. Переходя к пределу н (23). получаем, что функция

lininn(/. л) является решением задачи (1 >. (2). (2'). Поль- 

&ясь априорной оценкой (17). получаем слабую в /..сходимость

-֊• Таким образом, справедлива 
<н

Теорема 1. Пусть оператор I (//) удовлетворяет условиям 
II. 111. Тогда для правых частей Л(/, л) существует

[нетленное ''решение и и, х) L„(0, Т’\ IV'!,0», <>Ա /...(О, У': /.,(0՝)) 
(it ՝ ՜

(I). (2), (2Հ). удовлетворяющее соотношению (I I), при том 
чклнена априорная оценка (17).

Перейдем к рассмотрению уравнений, содержащих подчиненные 
ены. а именно, рассмотрим уравнение вида

L(w)+ Г(п) = 4. (И)
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լ<"> - 1Հ--Ջ 
ժ/ rfdx/

i՜՜ս')= — v-~ v.(t, л-, w) -֊ .г. и).

Пусть оператор !,(//) удовлетворяет условиям теоремы 1. Для ура 
нения (Г) рассмотрим задачу (2), (2'). Для доказательства одиозна 
ной разрешимости поставленной задачи, следуя идеям работы Ղ И 
Вишика [2], докажем сначала подчиненность оператора I (и), точна 
его полную непрерывность

Обозначим через //(2) пространство функций ՛ i'.

£/.,(0. 7՜; < /.,(Й) с нормой

1 г ձ 4

։«;«=(ff|^ i/xtlt)'+(p">րէ1,Հ- ■
, * ______  •՛ ' К __ Տ

.1 е м м .1 I. Пусть р > 2 и функции Vt{t. х. :), (։ = 1. 2.---. л: 
удовлетворяют условиям Каратеодори. то есть они непрериж^ 
ПО ; с,ри почти всех {t. х)£2 и измеримы по է, х при всех шаЧ<- 
паях Пусть, далее, существует функция f (f. х) ՜-Լ?՚(12) ОЯ

\ Р 1
1 . \

-4------= I ) такая, что
Р )

х, и) /{t. .v) о.։я (/. л) 2. (/ п), (29Г

Тогда аперапюры

Ht{u)= ~ х. //) 
дх։

с областью определения Пр2) н областью мочений ЛР (0, Г; ) 
в п о л не н еп рер ы <;н ы.

Доказательств о. Опера горы Pi (и) непрерывны. Де։к 
тельно, пусть lim \ип и ., = 0. тогда по теореме В. В. Нсмыш 

[4] 1-7(Հ х, //„)-> 16 (Г, х, и) по .мерс в 2.
Кроме того, в силу (29), для любого տ>0 найдется 0 такси, 

что

j | К(/, х. ип)\՝ dxdt j\t, х)\,։ dxdl<i (30)

Г *•

при րոշտժՎօ. Из (29) и (30) следует

Игп!' 16[Г, х. ип) — 16 (Г. х, и) Լ .,.=0.

Далее
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ւ|'-1ձ(^ х. «Л-/-Гд/. х. н)| =
P-Vf dXi

< — է-՛Д/. х. «ж)— ~ Г’Д/. X. и), V ) 
дх։ dxt

■ sup ---------------------------------- ---------------------------------
uf/^10. r. U^J VHi. p

| Ид/, x, и,) - 1’д/. x. էՕԼ, .-*0, 
' л- •

откуда и вытекает непрерывность операторов ЯДм) (/ 1, «).
է (/, р ) означает значение линейного функционала I ни элементе-о).

Теперь докажем полную непрерывность операторов />,(и). Пусть 
Й?-—ограниченное множество в пространстве Н(2). тогда, в силу 
люрсмы вложения С. .1. Соболева |3|. оно будет компактно в про­
странстве 4f(£)ft. следовательно. и» него можно выбрать нодлослс- 
ивательпость |«я|. сходящуюся в /..(Զ). Отсюд.՛, точно так же. как 
и выше, убеждаемся, что Д(«Л)-* Я, (и) в 1.г (0. Г; Ա՛՛Հчто и 
КМ
Ькпвывпст полную непрерывность операторов Иди) (I !.•••. л). 
Полная непрерывность оператора /1д«) Гд'. х. и) доказывается 
Ьиалогични. Лемма доказана.

> Перейдем к доказательству разрешимости задачи (Г). (2). (2')« 
Оэтой целью получим априорную оцеяк\ для возможных ее реше- 
ии>.՛. Рассмотрим квадратичную форм:

Л՝(м, /Д — «I +у|.4до«). ֊
or j £ 1 OX,

+ 21 V.G. X, ս)Հ’" ! - (Vjr. X. «)֊ X). «(r, x)|.

Если п(/, x)—решение задачи (Г). (2), (2’). удовлетворяющее не­
равенству

F (и. н) > с2[и|ք р — С, (32)
»>0. с. " не зависят от и. то, учитывая, что F (//. я) —0. из 
Ю2) получаем Априорную оценку для ее возможных решений

։«к՛., 5=.И. (33)

Таким образом, достаточно доказать спрлвежливость неравенства (32). 
Ht нарушая общности, можно предположить, что Л (0) = о. (/ = 
«!.•••. и). Оценим
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у/Ч'?(-О«)Л а“ . <>и V С, 
о

При выводе оценки (34) мы воспользовались условием (7) и оцен­
кой ,1. 11. Слободецкого |5):

Ր О I A!,t,г 'р«4, = У ( Ds„ "rfx С0У И ֊ '' dx.
3. 14 J 1..1J дх\ |

Կ ' G

где иг ԱՀ”"(Օ>.
Пусть. iaлее, выполнено следующее условие:

Vt(l. .с, и), flu

(IXi
I 1'п(/, x, и) -h(t, л). w|

(35)

где с. с։. С- -положительные юсгоянные, причем <։ то же. что н и 
(34). Тогда из (34) и (35) получаем

О Е(и. и) -֊(«(х. /՛), и(х, Т)) г с, Ա՛Տ.Г — (Դ —

-с > ժ ; /cjf ր — с

и. следовательно, верна априорная оценка (33). Таким образом, ижа- 
зана следующая лемма

.Чем ми 2. Ест главная часть I. (.՛.՛) уравнения (Г) удовлет­
воряет условию (71 или (34), с/ Оля поочиненных членов справед­
лива оценка (35), причем в (34) и (35) q одно и то же, то олч 
решении и [г. հ) спривеолива априорная оценка (33).

Теорема 2. Пусть оператор 1 (/м удовлетворяет услрваяЛ 
1, II. ill, а оператор \' {u\-\yi левая м ле.чиы 2. Пусть кроне 
того, любое решение уравнения

!.(//) 4֊/1’(Ц)—0, 0 <t I

имеет норму, не превосходящую .14:

Հր ;-и. (зп

где И не зависит от /. Тогиа уравнение (Г) или щдача (И. (-). 
(2') имеет по крайней «ере одно решение и

Д о к азатель с т в о. Рассмотрим операторное уравнение

|.(//)е-4. п֊Н^), Л.'£.(2). (38)

В силу теоремы ! уравнение (38) однозначно разрешимо. ОбоЗна’п 
его ре met։ не

и = /?(А).
где /? = Լ՜Լ Докажем непрерывность оператора А*. Пусть I. (.vj =h

.1. (м.) = тогда, аналогично неравенству (34). имеем
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•: Լ (и.) — 1.1//,). и„ w։) = V At(DuA ֊- А(ԼԽ,). ք/</՚' 'Դ’ >
ri ՜

> — "iiii.p- (40)

IC другой стороны,

< Լ(«5)-Ա«յ), Й,֊й։)| ^-Հ!օ. -«xlli.p* (41)

Из (40) н (41) следует

1Կ — 111 If.՜/ <Գ'' 4, — hx ?օ, շ.

откуда и вытекает непрерывность оператора R(u). Вернемся к урав­
нению (36). Вместо него рассмотрим вспомогательное уравнение от­
носительно и

L(w) = -/lZ(w), /z, Т‘ Win).

тласно (38) и (39) имеем

«-֊/?( Zlz(«)) /?/(«՛).

Таким образом, доказательство разрешимости задачи (V). (2), (2')
водится к доказательству существования неподвижной точки > операто- 
1/?։(«)=/?(—1'(«)• Операторы Rt(u} вполне непрерывны. В самом 
еле, V՜ вполне непрерывен по условию, а оператор R. как мы только
о показали, непрерывен. При / = 0 /?0 (:г) - 0, так как при 4=0 
ииствённым решением уравнения (38) является и — 0. Отсюда еле-
■ет, что степень покрытия нуля при отображении «֊>«֊/?й(а) 
|вна 1. Па сфере радиуса 2/И: ||« ։.р — 2Л1, и — Rt(u) 0, так как
гласно условию (37) все решения уравнения (36) имеют норму, не 
«восходящую Л/. Следовательно, степень покрытия нуля при ото-

женин и — Rt(u)
при / = 0 она равна

шара //[!,,,< 2.И не зависит от /, и поскольку 
1. то при /=1 она тоже равна единице, откуда 

следует существование такого и, что и — Rt (и) — 0. Теорема доказана.
Резюмируя, получим следующий результат.
Теорема 3. Если оператор L (//.) удовлетворяет условиям 

/,//, ///. а оператор \ (к) — условиям лемм /, 2. то задача (Г), 
(2), (2 ) имеет по крайней мере одно решение

Доказательство. Достаточно проверить выполнение условий 
теоремы 2. Так как по условию теоремы 2 выполнено неравенство 

1(35), то имеем

/( Г(н), /*■>>֊ ((?! с-)(рИ1".^ С-

и։яем предполагается, что с3 0 ճէ 1. Все остальные условия 
оремы 2 выполняются автоматически. Георема доказана.

। Докажем единственность решения задачи (Г). (2). (2Հ).
Теорема 4. Пусть՝ выполнены условия теоремы 3 и. кроме 

rwo для любых ut(r. х), ււ9(է, х) Т\ U"/’) 
3 Ижсши ЛИ. ։ 1 рк« .{:։«:։.-ял г ։н,', к, № 3



34 Р. Л, Шахбагян

1ձ(Հ л*, М —
Ժ(Պ-//2)

112 հ 7----------
dxi

4՜ IK (А л, "х) — Ц;(/, л, «8)։ п։ — //J > - с- ,ил — и* !%, 

где 0<Հք,<՜ր, тогда задача (Г), (2), (2՜) имеет единственное ре­
шение.

Доказательство. Пусть ux{t, х), սհ(է, х) два решения 
задачи, тогда их разность иу и» удовлетворяет соотношению

0= +\՝|д,(Ои։)-Л(О«гх ժ("» |ф

dt rJ дх‘ 11

X. Պ>-։/,(/. х, U1).d<u‘-uJ 
dxi

-Г IK) (Л A «։)—К(Л л*. «տ), п։- "շ|>- Օն-«շ. «։ — "։) |f г^

4-tVI"i—'MG. գ>օ.
При выводе оценки (43) мы воспользовались неравенством (40) в 
условием (42) георемы. Из неравенства (43) следует, что =nj 

Теорема доказана.
В заключение пользуюсь случаем принести глубокую благодар­

ность профессору М. II. Вишику за внимание к моей работе.

М • >сковс кий j ։:ёрге I; 1 ՛ । с > к и ։։ 
институт Пос сипла 25 IV 1964

Ռ. I.. 5ԱՀ₽ԱԴՅԱՆ

ԱՌԱՋԻՆ ԵԶՐԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐԶ ԵՐԿՐՈՐԴ ԿԱՐԳԻ ԻԼԱԶԻ-ԴԵԱՑԻՆ 
ՊԱՐԱՐՀ1ԼԻԿ ՀԱ»ԼԱՍԱՐ11ԻՄՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐ

Ա մ փ ո ւի и ։ մ

'ijifilfiii ։/ածւււմ 4իսււււր1ւփււ.մ Հ ւււռա-,'ին եւյրա)fi^lt ^1՚^11Ո1՚'1

Ր՝1“'Ч1"Г^ll'՝1' ս1'" 1,ս'ր՛1 /ք՚՚ւ հաւքчиииpittiliiliրի որոնց 1ц1ччп[гц*

։fuiu'lt ունի պոտենցիալ tnllujt, իււկ gitրծա![իցների ш'л/fան կւորցր անւ[Օքէ^1"՝ 

ի! (ունա մ՝ չի ցհ լւ աղ til’ll gnt.J ք) ֊ ] (/? ՜ • 1 !)•
'1‘ործ ակի rfiihրի և ւսջ ւ}աոի ///"Z' դնելու] որոշակի . иւոհ մանաւիւււկու }ք1ւեր, 

որոնցից էւոկոէնր ■>սւնդիուոնու մ կ հոո]ա ոարւ1՛սւն m tnրած ական մասի կիսւս- 
iiuinl ան ափ ուկո t ի/ ;tit‘li ր, ապա gtt t ցվում Լ իւնղ րի լուծման դո լա ի/ լո ւն ր և ւքքէա-
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