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ОБ .АНАЛОГЕ ИНТЕГРАЛА КОШИ ДЛЯ 
MOIЮГЕННЫ X ФУ НKi 1И И

Г. К. Мойсил в своей работе |1| построил аналог формулы Коти 
!я некоторых частных видов гиперкомплексных моиогенных функ- 
ih. В настоящей работе выводится аналог формулы Коти для не- 
iTopux иных видов таких функции и, в частности, получено инге- 
ельное представление для бианалитических функции (о них см. 
ик М. Б. [2, 3]).

§ 1. Пусть 2 = х-\- iy, р (z) =- у Р (г) е/, где/), (г) комплексная
/-։

функция действительных переменных х. у класса Cl(D) для некото­
рой односвязной области D\ 21։-• •, гт (г։= 1) — база некоторой ас- 
юциатнвнбй коммутативной алгебры .4 с единицей над полем ко.м-

;ксных чисел. Предполагаем, что в D существует

Следуя В. С. Федорову [4—6] назовем функцию f{x, у) моно- 
инной по р в D, если в этой области найдется такая функция ?(х, у), 

df df df др df df др
dp дх dp дх ду dp ду

Теорема 1. Пусть найдется такая точка z0=.v0 r iyfl'D,

Г| ---- !—- с\՝щестеует />՝ области Id с исключенной точкой z0.
P֊PQ

<Р =Р^)> /’6 = Р(-в)).
'՜ 6՛ точке z0 для всякого действительного z имеем

■-уч,/-,։?)
/-։ /֊։

т

/֊։

0,
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/./(?) — aj cos ? + ծ/sin т.

(Հ Л z = !.•••. I®) -■ комплексные постоянные в таблиц ум։ 
женин элементов базы ։,,•••, ։« данной алгебры:

т Ж

ր~։ I
Тогда для всякой функции f(x, у), моногенной по р(х. у) d Dm*  
лучим

• Эгот интеграл нс мвискт от иыборл уклимной крноо)! С окружи 
точку |о|.

Г _ fty. _ = I °» точка ц вне С 
Р Ро էձ'(-Դ Уо)/(*о.  Уо). *•  внутри С.

где С кусочногладкая простая лайкнутая кривая внутри /). .о- 
держащая точку z0 внутри или вне себя:

К(х0, -*$£-.
£ Р֊Р0

l"i .։ - ателье тио. Полагаем Др -V др■= /7(c)— р (zj. ГН

Dq — круг с центром в точке г0 радиуса R. D<^D, i\ - 01 ранич] 
пая замкнутая область, содержащая круг £>0 и расположенная ггр< 
внутри D\ z — za = թ’-Հ ?>0. Тогда Др. = а, с. cos 9 փ fyosln в т »й 
где ’0 при р֊-*0.  Очевидно, что Др.^сур, с/= const>0 да 
z ' О,. По условию ---- -----  в области D с исключенной точ^^Н

существует. Найдем такой элемент - = V т..®д Л. чтобы Др -: = | 

отсюда придем к системе

v = 1 

Л-1 /-1
Я1 яя 

է 2. •••./л 
>-ւ /-։

с определителем ւ\—'Հ |/՜'է?. г0) — «•]. где «~*0  при р-*0.  1 ак кз 
по условию Р^, .’о) ГЛ 0, то

2? mln I Ւ'(z, zp)!>0. (2)

Пусть радиус R столь малый, чтобы иметь для :՜ D^.
<и. (3)
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№ (2) и (3) следует, что в круге Dn имеем для : zQ: 
U = const>(l,

рктда, очевидно, ’ -•.՛ • где о.- = const>0, h = 1,- • •, т. Поэтому
РР

• < • где Г —const >0. го есть 
г ?

i р-р„ 1
г
о

того, в области Ц, (с исключенной точкой z0) 

ногенной по р (5| и. следовательно,

7 Ф ф
Г֊ Го Հ Р — Рс1

Р ֊ Го

(4)

бу­

ке — окружность радиуса р с центром в точке ?<(. причем внутри
Си внутри круга D9. Интеграл Л. есть функция от

чке г,

К(-Ч. Уп). пол\։чим(£| (it)~ 
/ Г-Го

Л’<х0, yj. Пуст։.

zQ. Обозначив 

/*(х,  у) моно-

на но f, тогда—- — будет моногенна по р в I) 
Р֊Ро

с исключенной

кок г0. Поэтому ։ля любого контура C<z:D (контур С содержит 
очку ?„ внутри или вне себя) и для любой окружности հ с центром

■0 и радиуса ?, заключенной внутри С и э круге Д„ имеем

ПЛ q
; Р Рч 

г=0. если z0 вне С.

:\
•Հ р Го

если ~0 внутри С.

2) Iim J-, =/(хй, у„) Iim ;
?-о -..о ,»

т

dp
Р- Рч

11П1ф/(^.Ь£ОоДО
Р Го

dp

h (4) и очевидного неравенства (| dp < с0?. с0 - const следует

iim | 
-о

Г
/ Iх՛ у) ~/Ц» у.>) dp = 0>

Г֊֊Го

МСудя и следует < 1).
Теорема доказана.
Замечание 1. Рассмотрим в качестве примеря алгебры .4 та- 

ую алгебру 1 второго ранга с базой 1, что т5 = >. где ■< - неко- 
ое комплексное число.

Получим Г — Г1 4 :-Р-՝- Тогда имеем 
тин ЛИ. серия фитлдыт. и>уи. .4- л If 4
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Р(=՛ հ) = («? — *fl?)  cos- е - 2 (a.bx — -а3Ь։) cos ? sin ? 4- (ծ? — >!հ) sinh, 

откуда, очевидно, следует, что теорема 1 имеет место в случае

Հ-«М. b'i-.bi o, .Im A*  L\** - О,
Պ + р > «է

если Др- —>Д/>- .• О для z ф zc
Следствие. Если алгебра Л рассматривается над полем дей­

ствительных чисел, то из замечания I следует, что теорема I мшш 
иметь место только в том случае, когда алгебра Д изоморфна алге­
бре обыкновенных комплексных чисел и получим известную формул 
Коши.

3 и м е ч л и и с 2. Пусть р «• г ф cz. f « и -ф«о, где i8'«a 
п, f комплексные функции х. у, тогда /» удовлетворяет условии 
теоремы 1. и если/ моногсина по р в D, ю

Н) = А (-\֊, уоу/ (д0. уД А' (л„ yj = с|* —|
е’ Р~Р*  Р-дЦ

причем, легко показать.
4"-^- = ■

г р-р.
откуда

Но функция f=u-\֊tv, моногенная по р = z-r ir имеет вид |(ф 
/(•*.  у) = //(г)4-> ?(^) —zu’(z\ , где «(z), : (z)—аналитические, 
тогда

/ Р - Ро
2r.i [и (г0) I |•- (ze) u z9u (г0)| z0 внутри С

О г0 вне С

§ 2. Пример интеграла типа Коши

Сохраняя все введенные обозначения (замечание 2), ип.ЮМ 

интегралом типа Коши интеграл видя -—(I ' . где f=u •••:••
շՀ| Л р - р0

какая-нибудь непрерывная функция на контуре С, р « г ։*•,  »’« 
11о.таг:։м

/։ (*о) 2г/ р pQ
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2-'-? I г z„ Ա-.’„ (z .֊։r

Тогда, как известно, можем положить

1
-о

I' adz
՜ | • - Г* V?0A*

՜ го Г

где ?(շ0), ՚?(^) аналитические функпин внутри и вне С. и получим 

Л (г®) = ? (-о) 4- = |Ф (г0) 4֊ г#' (?0) |,. (5)
то есть, как легко видеть, в этом примере функция /։ (?в) будет мо- 
ногениой по р = г0-г внутри и вне контура С. Небезннтересно 
отметить, что из формулы (о) получим

где в правой части имеем гак называемую бианалигическую функ- 
uiiio [2, 3{.

§ 3. Пусть /(.г, у) C'(D) моиогенная по р = a (z) -J- d) (z)-: 
(г2 —0) в односвязной области Г) с границей Г и непрерывна на Г.

Обозначим г = z - z.t = J {х — хс)"' Iу — г..)•
х — х„ о In г _ у — у0 0 In г

тч = Z------՜—' 1% — Г՜՜՜ ՀՀ '*г՝ ах г- ру
Тогда

Рассмотрим область Р. — D - £)0. где Զ. — замкнутый круг радиуса 
Р с центром в точке и границей Г (/> расположен строго внутри 
О).

По формуле Грина будем иметь (предполагая допустимость фор­
мулы Грина для £).„):

\Pdx-{֊Qdy^ i Ա-Հվ °1 ( ?ւ՜"
.) յյ!ժ*\  <ix dv / tfv \ dv dx/l
dD „ />ա՛ in

՛ з(г) (’i (г)) — лназигическая функция oi z (r)
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Откуда
I,ш 4- Ւ - *» +И1

Г г. /Հ

df др Of օր 
оу дх дх ду

dxdy.

В силу моногенности / по р имеем
Of df dp of df up of Op of Op q

dx dp Ox Oy dp Oy Oy ox dxdy

и, полагая ։ vp)1 = ( - (-֊ 1 • полечим
\ dx / \dy ‘

Pdx 4- QJy Pdx - Qdy -f- | (\՝p)3dxdy. fl

Имеем - a i . °f = ia idi, откуда (=-Խ'0ն. Кроме w
Ox dy

Pdx = խ, (/j — Й'г| 4 re(։' 4 =

= — * (?։ («' — ?*)  — <r- («’ -г ։Ь')|/7/л'.
Q<V - !?։(«' -г *'«)  - Ь ('*'  ֊ /0'2)| /Wy «

= - < I*?։  («' 4֊ + ?։(։' ^’)\/dy.
Pdx 4 Qdy = if;।dx idy) — zfi' (dx — idy) s —

— (dx — idy) — (dx — idy) ֊; =

= — - И-. -r- •'?:> dri = - : —'֊C— : -1^-
1 г՜ ՜՚յ 2 I

На окружности ! ■ : - .՝, = ? ֊ .е ’ . .! > = j i ։ </г=м7<Я

db = h'dz^=—dvie 'dz. —it'd?, ——---- —i^dz.
z ՝ a Z — Z9

Откуда, в пределе при р— *<?

Ilm — ( Pdx + Qt/v = /(.v0. 
»-o 2iv J

I .
У» (1Ա.) + *•(.-<,))  -/(x„ у։)^4^ 

dx I
Поэтому формула (7) в пределе приме։ нид

tlii ' «=llm Н а'0'dxdv г

Р„

+/Ա։.,օ,"ճ^ճ«»
дх

и. в силу /6)
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Jim 1 ՚ փ 1 \dxdy.
P-о J J dp X z - z z0 / 

'Հ.

осмотрим случай p = 25-36(2). Тогда 

dt J /.Ճ —i 1Ն֊ 
dp dz 2 ՝ dx dy ՛ 

будем иметь:
1 I’ulx, v)dz՛' 

"(л'о>Л)в9г2k/J z — շ0 
Г

0 частности, при 6(z) ~z получим

этом случае v (х. у) Ф(г) ; zu՛ (z) и мы получили другой виг. 
ггегрального представления для бианалитической функции.

юаовский энергетический институт
им. В. И Ленина Поступила 9 XI1904

Հ —и с е (§ 1).
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Ա մ փ ո փ ո » մ

I ՛երկու աշխատա թ լան մե՛ջ հետտղւէւոէ(ա մ են ալն պալմաններր, ւէրսն 
դեպքում աեդի ունի ՚հէչա հա քանի րանաձե ր երկու իրական փոփոխակս 
ների մոնոդոն հիպև րկոմ պչեկսա լին 'իսւ նկդիաների համար:

Ւիաարկվէէէմ / Կոշա տիպի ինտեդրաչի մի օրինակ նշված փ անկցի 
ների (ձ } ,ամար. ոաադվսւծ 65/ ՛Կահ ինտեդրալ ներկարւ/t/nt Աեեր րիանսէ^ 
աիկ ֆանկէքիաների համար վերջիններիս մասին տես Մ. /՝. է'ալկ ք2, ՛(
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