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.МАТЕМАТИКА

М Б. БАЛК

ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ ПОЛИАНАЛИТИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИИ

1. Пусть D — некоторая область плоскости комплексного пере- 
«ениого z (для простоты будем в дальнейшем считать D односвяз- 
■OAL Через z будем обозначать число, сопряженное числу z. так что 
кай г = х 4֊ iy, то г — х — iy.

Функция K'=/(z) называется по ли аналитический функцией 
грядка п (или п-аналитической функцией) в области D, если она 
է О представима в виде:

/(г) =<р„(г)+г9։(г)+ •■•+։" ’■?.-,(«), (I)

где все функции ©<(z) (£ = 0, 1, •••,// — 1) аналитичны в ZZ Поли- 
1й2литические функции порядка 1—это аналитические функции. По- 
Мтно, что полнаналитическая функция порядка п может рассматривать- 
я также, как полнаналитическая функция порядка т при любом 

(здесь полная аналогий с определением степени полинома). 
Например, функция (г — г) / (2/) является подканалитической по­
ляка 2; и в то же время ее можно рассматривать как полианалитн- 
lecK'yio функцию порядка 3, 4, 5....

Характеристическим свойством функции к*—/(г), /z-аналити- 
геской в D, является то, что она удо влет вор нет в D следующему 
зверству (обобщенному условию Коши — Римана):

֊֊,=0. (2)

Нетрудно понять, что всякую функцию к.’—/(г), //-аналити- 
>5£кую в области /j. возможно в некоторой окрестности 5(«) каждой 
пики а из D представить в виде

/ (z) = V (2 — ау (а;г), (3)
4-0

•де ?* (а; z)— аналитическая функция переменного z (А* = 0, 1, •• •, 
1֊1).

Изучением полианалитичсских функций впервые занимались 
1 Бургаттн [1] и Н. Теодореску [2]. Заметим, что в работах по- 
леднего эти функции обычно называются ареоларными полиномами.
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2. Пусть теперь в области I) заданы дне «-аналитические ф\ш.՜- । 
ш։и /(с) и g (г). Эти функции могут совпадать на каком-то множе­
стве А, имеющем точку сгущения внутри D. но все же не совпадав 
во всей области D. Например, функции / (z) = (л — г)/(2/) и
— (г— г)г/4 обе полианалитичны (порядка 3) на всей <-плоскоеni.| 
совпадают на параболе у х\ но тем не менее не тождественнн..| 
Спрашивается: что достаточно потребовать от множества Ճ (име>?| 
щего точку сгущения внутри D)t чтобы из совпадения/’(z) и 
Е вытекало тождество функции f {z} и g(z) всюду в £>?

Ответ на этот вопрос был нами сформулирован в [3| в виде 
теоремы единсгневности для полианалнтических функций. Здесь мы 
эту теорему докажем и выведем из нее некоторые следствия.

С. Ц. Саркисян [4| впервые обнаружил, что установленные в 
данной статье результаты могут быть использованы для изучения 
свойств решений некоторых уравнений Коши-Римана с нелинейным^ 
правыми частями, то есть некоторых уравнении вида

dwfaz  ̂f(z, w).

3. Пусть £—произвольное множество точек плоскости комплекс­
ного переменного z; а—какая-либо точка (не обязательно из £); 
/—луч, исходящий из точки а. Пусть уравнение этого луча таково; 
arg(z —д) =• а Множество Е назовем сгущающимся к точке а вдоль 
луча I, если в /: содержится такая последовательность точек 
что при

//■ * 11 гп Zff ~~ а и llm Arg(z., — «) = а.

Иначе можно так сказать: £ сгущается к точке а вдоль луча 71 
если всякий угол с вершиной в точке а, содержащий внутри себя 
луч /, содержит также такую часть множества Е. для которой d *?• 
ляется предельной точкой.

Пусть теперь /-—произвольная прямая, проходящая через точку 
а. Множество Е назовем сгущающимся к точке а вдоль прямой կ 
если оно сгущается к а хотя бы вдоль одного из лучей, на которые 
разбивается прямая /. точкою а. Последнее определение можно. ык 
перефразировать: множество Е называется сгущающимся к точке а 
вдоль прямой X; г а ■ fexp(za) (Z и а вещественны, х 
0<а<г), если Е содержит такую последовательность точек 
= a -h tn exp (h«) и a„ вещественны), что при z/֊»oc Հ..—0 ո

Точку а назовем точкой сгущения порядка k для множества 
Е, если Е сгущается к точке а нс менее, чем вдоль k различных 
прямых. Если при этом не. существует k — I прямых, вдоль которых 
множество Е сгущалось бы к ճ, то говорим, что точка сгущечия а 
имеет точный поряоок к.

Так, например, начало координат является точкой сгущения то • 
него порядка 1 для синусоиды у = sinх, точкой сгущения точного: 
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Ьорядка 2 для лемнискаты (л2 4- у2)2 — 2 (х: — у՛'). точкой сгущения 

вёсконечного порядка для кривой у = a sin (.v — О).
Д'

4. Лем ми /. Если функция Ф(г), полианалитическая норяд- 
л в некотором, круге о J ; z — а '( < о'. обращается « нуль ни 

hnwecmee Е. для которого центр а круги Հ служит, точкой сгу­
щения порядка щ та в Հ Ф(г) 0.

[ Д о к а з а т е л ь с т в о. Без потери общности можно ограничи ։ ь- 
’.’1 случаем, когда а = 0 (если «=?-(), го следует предварительно со- 
Ершить перенос г — z а). Функцию Ф (г), «-аналитическую в круге 
р. возможно в этом круге представить в виде:

Ф(г) = у'г‘?Дг). (5)

А=О
где ;®*(z) —функции, аналитические в <> (/г 0, !,•••, я — I). Разлагая 
эти функции в ряд Тейлора и полагая z — re՝\ получим

Ф (շ) = շ zk\\a^ =Лу у a<*J Е+к’ 

А~0 >֊0 А-0 v О
откуда 

ос б’Т
Փ(4=շր”2«»։^՜“։'’. (6)[ст-0

гой формуле считаем, что

а[*> = 0, если տ < 0 или к > п. (7)•»
дем обозначения: = 

tn

Dm (г՛) = 3 vm -k. (8)
Հ-0

Тогда
Ф(г) = ^Л-'Чм. <Ց>

т— 0

Теперь легко убедиться, что Ф(г) 0.
допустим противное; тогда среди полиномов Ег. (ъ<) должны иметься 
Ьтлнчные от тождес г венного нуля. Иначе говоря, существует такое 
р, что Dm(v) - 0 при աՀԼբ, а

/ 0.

Из формулы (9) следует, что

(Ю)

֊-Փ (z) = Нр (ք) + г е-'^В„ (■»). (П)
ст=р+!

!йлу условия леммы 1 существуют ц различных и попарно несим-
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метричнн.х (относительно точки ՜ = 0) лучей argz = Ot, arg с 1», 
• • •, ariz г = вдоль каждого из которых множество f сгущается и 
точке г֊- 0. Сгущение множества Е к точке z=0 вдоль луча argz=5t 
означает, что в Е содержится такая последовательность точек Հ|, 
что г^О и при А՛-* эс. г։->0 и .4rgzx —0։ (под покимбеа:
один из аргументов числа гх). Ясно, что Ф(гД=0. Пологая в (11)1 
z հ и переходя к пределу при А —получим

В, (е:й՝)—0. W

Таким образом, многочлен Տր(<») имеет корень ехр(2/0։). Лиа.югнчоо 
можно показать, что корнями многочлена НР (г) служат еще числа 
ехр(2/Ч) (fc-= 2.3. •••./»). Итак, полином Н., (•€.») имеет и различии 
между собой и неравных нулю корней. Используя (7). можно Д»(«) 
переписать и в таком виде

Bp(v}= vp~*'x • Др (ծ). fl

где

,-V (г) = V <։<•>։?"՜1՜*. <Н|

Следовательно, полином Яр(т>) должен быть отличен от гож.И-1 
ственного нуля и иметь п различных корней ехр (2/т».) (Л = I, 2, •••,»), 
Но это невозможно, ибо степень полинома ЯР(Чт) не выше, чем « I. 
Полученное противоречие доказывает ложность исходного допу шеям. 
Итак, мы доказали. что Ф(с1 = 0.

Следствие /. Если функция Ф(г). нолнаналитическая ЛО՛ 
рядка п в некотором круге Հ обращается ժ нуль на некоторож 
(сколь угодно малом) кружке Е, содержащем внутри себя пли но 
своей границе центр а круга о, то Փքշ) = 0 в Й. Действительно, 
в этом случае множество Е сгущается к центру а круга Ճ вдоль 
бесконечного множества лучей, исходящих из а, и в силу леиш I 
Ф (?) ~ 0 в й.

Простым следствием из леммы является следующая гсоремп. J
Теорема /. (Первая теорема единственности для полйма՝ 

литических функций). Если функции ք (:) и g(z), полианалитиче.֊ 
кие порядка п б некоторой области D. равны на некотором нт 
м'еетве Е, причем это множество имеет в области D точку 
сгущения (а) порядка и. то /«<՝) g (?) в {).

Доказательство. Достаточно рассмотреть цепочку из копен-. 
Кого числа кружков >՝,. Հ,. •••,&«, таких, что: а) все они принадлежи 
(вместе со своими окружностями) области D՛, б) первый кружок (JJ 
имеет своим центром точку а. а последний (5*) содержит тот») Ь, 
где Ь —произвольная, наперед выбранная точка области D; в) центр 
каждого кружка о* лежит на границе или внутри кружка Пусть 
Ф(г) /(c) — g (с). В силу леммы I Ф(?) 0 в й։. Применяя след* 
ствие I из леммы I достаточное число раз, мы последовательно пока՛
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'.кем, что Ф (г) 0 в %, Հ։, • • •, հ„, я, значит, и Ф (/>) 0. 11так, Ф (?) = О
и D, так что /(z)=g-(z) я D.

I 5. Полученные выше результаты могут быть перенесены на 
Колее широкий класс функций, которые назовем ^полианалигпически- 

Ш1 функциями счетного порядка.*. Пусть в некоторой окрестности 
точки а определена функция u՝—f(z). Эту функцию назовем поли- 
ицилитической счетного (или бесконечного) порядка с точке а, 

•е*ли существует такая окрестность ч (а) точки а, в которой Հ (z) 
Ьредставима в виде следующего равномерно сходящегося ряда:

/(z) (15)
А-0

гл՛՛ о.(a;z) — какие-либо аналитические функции относительно 2 в 
>).

Так как допустимо в случае необходимости заменить окрест­
ность о (а) окрестностью меньшего радиуса, то возможно всегда счи­
тать, что в о (մ) ряд (15) сходится еще и абсолютно.

Функция /(z) называется нолианалитической функцией счет­
ного порядка на множестве (в частности, в области) D. если она 
является нолизналитяческой функцией счетного порядка в каждой 

рйке из D. Вместо термина „полшгналшпическая функция счетного 
порядка11 будем употреблять термин ^полианалитическая функция 
порядка А“ (здесь символ А обозначает счетную мощность) или тер­
мин „полиакалитическая (функция".

'՛. Понятно, что всякую подканалитическую функцию конечного 
порядка п можно рассматривать как полианалшическую функцию 

.счетного порядка (сравните формулы (3) и (15)). Обратное неверно. 
Заметим, что полианалитические функции счетного порядка впервые, 
видимо, встречаются н [2].

Введенное в и. 2 понятие точки сгущения порядка п возможно 
перенести на тот случай, когда под п подразумевается какое-либо 
трансфинитное число, например, счетная мощность Л или мощность 
континуума С. В частности, точка а называется точкой сгущения 
порядка А (или счетного порядка; для множества Е, если множество 

сгущается к точке а не менее, чем вдоль счетного множества раз- 
!чных прямых.

Лемма I и теорема I остаются в силе, если в них букву п (обо­
жающую натуральное число) заменять буквой А (обозначающей 
гтную мощность). Что касается доказательств этих предложений 

при такой замене, то они претерпевают лишь несущественные и.-и 
тривиальные изменения. Сформулируем предложения, которые могут 
быть тзкпм образом получены.

I Лемма I А. Если функция Ф(г), полианалитическая счетно- 
го порядка в некотором круге z — обращается в нуль
ни множестве Е, для которого центр а круга 5 служит точкой, 
лущения счетного порядка, то а ձ Ф (z) = 0.
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Теорема 1 А. Если две Функции /(?) и ։հ(?). полианалити- i 
ческие счетного порядка в некоторой области D, раины, на пеке՝՛ 
тором множестве Е, причем это множество имеет в D точ.ч.՝ 
сгущения счетного порядка, то J (?) — հ (z) в Г).

6. Приведем еще несколько простых следствий из теоремы I.
Следствие 2. Если две функции ք (?) и g (z) полианалаткч- 

ны (безразлично, какого порядка) в некоторой области- D и сов- 
падают в каком-либо (малом) кружке Ъ из области D, то они 
тождественны всюду в D.

Действительно, каждая точка а из Ъ является для о точкой сгу­
щения бесконечного порядка.

С л едет не 3. Пусть функция ք (г) полианалитична в нгкю 
торой (односвязной) области I) и пусть область ձ такова, чть 
ее пересечение $ с областью D не пусто. Существует не бо.а'с, 
чем одна функция, полианалитическая в ձ и совпадающая с ք (г)

Опираясь на что следствие, возможно осуществлять аналитиче­
ское продолжение полианалитических функций.

Следствие 4. Если в каждой точке а области D функция 
ք (с) является полианалитической порядка п (а) (порядок пол и ана­
литичности зависит от выбора точки), то ք (г) будет во всей 
области D полианалитической порядка и, где. п = min п (а).

Для доказательства следует построить такую же цепочку пере­
крывающихся кружков, как и при доказательстве теоремы 1.

В частности, если, функция f(z), полианалитическая в неко­
торой области D, является аналитической хотя бы в одной тач­
ке из D, то она аналитична всюду в D.

В качестве следствия из теоремы 1 выведем следующий извесм 
ный факт, обычно устанавливаемый иными средствами.

Следствие 5 (теорема единственности для поли­
гармони ч е с к и х фу н к и и й). Если две функции (л՜, у) и г՝3 (х.-ф. 
по Ангармонические в некоторой области D, равны в сколь угодно՛ 
малом кружке о из этой области, то они тождественны со всейд 
области D.

Д о к а з а т е л с т в о. Функция v (х, у) (х, у) — (х. у) поли-
гармонична в D; пусть // — се порядок полигармоничностн. В г'- 
v (д՜, у) 0. Для v(x, у) существует такая функция Ф (z), л-аиалнти» 
ческая в D, что Im Ф (г) = v (х, у). В кружке В 1тФ(г) 0. Отсюда 
следует (см. (6]), что Ф(г) совпадает в ձ с некоторым вещественным 
полиномом С (г, г) от г и г (, вещественной //-константой “). Но С(г. г I, 
будучи полиномом, определена на всей плоскости и, в частности, во 
всей области D. В силу теоремы единственности,, всюду в£> Ф(г)~

С (z, г). Но тогда Im Ф(?) = 0 всюду в D, так что v(x, у) О, 
т'։ (х. у) = т2(х. у) в D.

7. В качестве примера применения первой теоремы единственно-' 
сти полианалитических функций к изучению свойств анали/пфческцх 
функций рассмотрим следующую задачу.
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Пусть f(z) и g(z) — две функции, аналитические в некоторой 
связной области D, а Р(х.у) и Q(x, у)—два вещественных мио- 
ена. Если на каком-то бесконечном множестве Е имеет место 
яство

Ր (х, y)f (г) = Q (X. у) g (г), (16)

геюда еще не следует справедливость равенства

/(z)^g(z) (17)

ду в D. Например, при Р«=х-Е1. Q = хг -г 1. f = zz֊'- 1, g = 
4- 1 будем иметь, что Р- / ֊ Q- g на всей вещественной осн, но 
jhctbo (17) верно только приг = 0 и z=l, так что (17) не имеет 
га ни 8 какой области г-плоскости. Спрашивается: что достаточно 
)ебовать от множества Е для того, чтобы из (16) следовало (17)? 
ен такой результат:
Теорема 2. Пусть 1) Р(х,у) и Q(x. у) — два вещественных 

огочлена степени не выше п, причем хотя бы в одной точке 
'кости они принимают равные ненулевые значения:

у։) = Q(xv у,) 0; (1«)

Հւ и g (z) — аналитические функции в некоторой, области Г)\
юсество Е имеет в /) точку сгущения порядка п 4- 1. В та-

я случае из справедливости равенства 
itueocmb равенства Հ/7) всюду в D.

(16) на Е следует спра-

Д о к а з а т е л ь с т в о. Каждый полином //-ой степени является 
лпан.алнтнческой функцией порядка //4-1. Следовательно, 
(л, у)-/(г) и Q (л\ у) • g (z) полианалитические функции порядка 
4-1. Но тогда, в силу теоремы единственности, равенство (16) име- 
' место всюду в I).

Если обе функции /(г) и g(z) равны тождественно нулю в D, 
I справедливость теоремы тривиальна.

Допустим, что в D одна из функций, например, g(z) не есть 
Шественный нуль. Тогда найдется такой кружок /J„ внутри кото- 

jwro g{z) вовсе не имеет нулей. Так как полиавалитическая функция 
релином) Р(х, у) отлична (по условию) от тождественного нуля, то 
«утри должна найтись точка, в которой Р(х,у) Ւ 0, а, значит, и 
гр\жок в котором Р(х, у) =?=(). В 5

f(z) = Q(-x.y) (19)
g(zj Р(х,у)

!азя часть этого равенства — аналитическая функ :ия в Հ правая 
егь вещественна. Следовательно,/(2)/g (г) = Я, где .4 — некото- 
я константа, и Q(x, у)IР(х,у) А в о.
Так как полианалитнческие функции Q(a՜, у) и ,4 • Р(х. у) совпадают 
круге Հ то они тождественно равны во всей области их полиана- 
тачности (то есть на всей плоскости), в частности, в точке (л,. ух).
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Поэтому Д Q(-v։. у1)//э(х1, = 1, так что/(г) — g(z) в 8. а. зна՛
чит, и во всей области D.

8. К первой теореме единственности примыкает следующее 
предложение, обобщающее известную теорему Витали на случай но 
липналнтических функций произвольного конечного порядка //.

Теорема (Теорема В г тал и для пол и а на л ити че 
с к и х ф у н к ц и и). Пусть последовательность \fk (z)} функций, п 
аналитических в некоторой Области D. равномерно ограничена 
внутри D и сходится на некотором множестве Е, имеющем в D 
точку сгущения, порядка и- Тогда эта последовательность сходится 
ойвно мерно внутри L). и притом к п-аналитпческой. функции.

Д о к а за те л ьс т в о. Так как по условию последовательность 
'/՛■■։>); равномерно ограничена во всякой ограниченной замкнутой 
области G. принадлежащей D, то в (J равномерно ограничены и по­
следовательности (// Re/д. (г)) и (гц. 1п։/с(г)}. Но это два семей­
ства w-гар.монических функций в Id. В силу одной теоремы Привяло- 
вй-Пчелйна ([7]. теорема 3) семейсшо полигармонических функций 
порядка п, равномерно ограниченных внутри D, компактно в I). Сле­
довательно, возможно выбрать такую последовательность номеров А',
что внутри I) будут сходиться, и притом равномерно, две последо­
вательности и/{ ; л ;. Обозначим через и и v предельные функции 

для этих последовательностей. В силу теоремы I из тон же статьи 
{7] и иг՛ будут //-гармоническими функциями. Последовательность п- 
аналитических функций |/. (?) = и. } гоже, очевидно, будетЯм А • Кч
сходиться равномерно внутри I) к функции /(г) = а 4֊ iv.

В статье [7] (см. теорему 2) было установлено, что равномерно 
сходящуюся последовательность полигармонических функций возмож­
но почленно дифференцировать сколько угодно раз. В частности, при 
V—> ОС

lini (duf. ox) — дн/дх, lim (ժս* I дх) - ди/дх, 

Нш (ди!; ' ду) — да/ду, lini (ժս/։ /ду) = до ду

(сходимость равномерная внутри D).
Отсюда, очевидно, следует, что при v֊>oo

-lim df. / Ժ z = df! az. (20)A w

Повторяя аналогичные рассуждения достаточное число раз, можно 
убедиться, что d\H։dzn =։ lini (ժ"/^ ldz,։).

Но (г) —//-аналитическая функция в D. Поэтому ծղք^տո = 0 в D. 

следовательно, dnfidz՛' 0 в Г), а это значит,՝ что /(г) — //-аналити­
ческая функция в D.

Нели ^(z)—предел какой-либо другой равномерно сходящейся 
внутри D подпоследовательности последовательности |/*(z)h то 
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խ:)=/(տ) на множестве Е. В ch.iv теоремы единственности g (?) = 
в D.

Рассуждая далее тзк же. как в случае аналитических функций 
{су., например, |5|) возможно затем показать, что вся последователь­
ность |/»(z)) сходится к /(г), и притом равномерно внутри D. Теоре- 
iiu доказана.

Из приведенных рассуждений ясно, что верен и такой факт: 
<с,ш последовательность функций [f>(z)\. п-аналитических в не- 

чпорой области 1Հ а) компактна в Г), б) сходится в каждой 
уисе некоторого множества Е, имеющего в L) точку сгущения 
рядки и, то /\(г}\ сходится равномерно внутри D, и притом 
п-аналитической функции.

Из теоремы единственности и теоремы Витали следует, что 
югда возможно сделать заключение о свойствах «-гармонических 
шкций («), если известны некоторые свойства им сопряженных по- 
гармонических функций (тО (го есть таких, что и j iv «-аналити- 
ские функции).

9. В |8) (стр. 9) мы условились называть открытой простой 
шильной аналитической дугой (ОППАД) всякий такой гомео- 
рф Г какого-либо интервала (я, £)» который может быть задан с 

iпомощью аналитической функции

: = i.(/)=/.։(/) + rMO (я </<?). (21)

причем Г (O’S* О на (а. ₽) (22)

|(слу4аи я——■х՝ или 3 = <х не исключаются).
Следующее предложение имеет место для полианалитических 

функций произвольного (не обязательно конечного) порядка (спра­
ведливость его для полианалитических функций порядка 2 была нами 
отмечена в [8]).

Теорема 4 (вторая теорема единственности для 
пол и а и а л итичес к и х ф у н к ц н й). Пусть две функции ք (г) и 
g(z), полкана панические на некоторой ОППАД Г, принимают рав­
ные значения на некотором множестве Е. принадлежащем дуге Г 
а имеющем хотя бы одну предельную точку (Լ(|) на Тогда /{՝) 
и g(z) совпадают на всей дуге Г.

Доказате л »>ств о. Дуга Г может быть задана уравнением 
айда (21), где /.ДГ) и Ха (/)—вещественные аналитические функции 
на интервале (я, 3). Пусть точка Հ соответствует значению параметра

Выберем какой-нибудь сегмент |а. Л) так, чтобы я<л<-0<Л 
</. Функция г=д(П отображает этот сегмент на некоторую (замк­
нутую) дугу 7, принадлежащую дуге Г. Рассмотрим теперь плоскость 
комплексного переменного f. В ней существует такая область Д, 

•держащая сегмент խ. ծ|, в которой функции Հ (/),Հ{ր) и >.(/) ос- 
иотся аналитическим։*
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Обозначим через ՜ какую-либо точку из сегмента խ,b\. Ejgg 
ответствует некоторая точка ' дуги у (например, если ՜ ='о, то 
В некоторой окрестности /)։(’) точки ’ функции f(z) и £(z) npeici 
вимы в виде абсолютно и равномерно сходящихся рядов:

f (z) = V (z - Q* с* (Հ; z), g (z) = У (г - ’)«֊• ձ. (Լ; z) 
Л՜՛ О к-<)

(здесь ?/յ(';շ) и бЛ. ('; z) при k = 0, 1. 2. ••• аналитические функт 
переменного z). Так как / '(т) =£ О, то возможно выбрать окрестной 
Д (՛) точки հ настолько малой, чтобы функция з = л(0 отобрали. 
Д (՜) взаимнооднозначно на некоторую подобласть ձ(Ն круга /?,(՛).

Нз бесконечной системы кругов Д (“), покрывающей сегмент
խ, ծ), возможно (в силу леммы I ей не - Ворел я) выдел ить конечную
систему кругов, обладающих тем же свойством; в эту систему можем
всегда считать включенным круг До Д (т0). Обозначим эти крутя) 
(в порядке возрастания абсцисс их центров) через Д*;А, 
(/г = — т,— /л֊Ь I, •• - , — 1.0. 1, •••.//). Л соответствующие им области 
плоскости переменного г обозначим через <և; о* где '.>■ •՛՛'»).

Часть интервала (а, 3), лежащую в круге Д*, обозначим через ц; 
интервалы р'*| в своей совокупности целиком покрывают сегмеяг 
|«, Ь\. Отображение z»k(/) сопоставляет интервалу և некоторую 
дугу 7* —часть дуги Г; в своей совокупности дуги (>) -покрывают 
всю дугу ?. Заметим еще, что при любом А'(— տ -Հ/г հո—1) интер­
валы it- и 4-1 имеют общий интервал; аналогично, дуги ;•> и име-1 
ют общую дугу.

В области о0 функции / (z) и g(z) представимы в виде:

/(,) 3(*--Գ)4(Գ։ «). gU) = S(z-i-Ч» 
Л-0 Л-П

Функции f (z) и g(z) представляют собой аналитические фуикгик 
двух переменных л, у в %:

f(z) = <?(*, у), g (г) = փ (х, у). (25)

Положим в (25) л' = л1(/). у = к2(/) и рассмотрим в До две ана՞ 
а ит и че.ск не фу н к ци и:

Փ(0^?|Հ(0, Հ(01. (26)

Если /—вещественное число из сегмента (а, £], то

Ф (/)=/[>•(/)], Ч-(0 =gp.(/)l. (27)
(Для невещественного / числа Ф(/) и /(>-(/)] могут оказаться различ­
ными; то же относится к числам Ч'(/) и gp.(/)|.

По условию теоремы 4 в множестве Е содержится такая после­
довательность точек {z, . что -*Z0 при >->оо. Начиная с некоторо­
го номера v0, точка շ.է будет лежать в области Так как отображе-
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Зше ? = ).(/) взаимно однозначно в -'0, то в До обязательно найдется 
такая точка /,, что /.(/,) = z,. Ясно, что при v->oc (ибо

Кроме того Ф(/У) = ’Г(Л)
I В силу известной теоремы единственности для аналитических 

'функций Ф(/) ֊ Т(Г) в ձ0, а, следовательно, и на интервале /0.
Учитывая (27), заключаем, что на интервале г.э 

/IMOWIXWI.

1 ло означает, что на дуге ft.
/(Z)z=g(2).

Теперь можно повторить аналогичное рассуждение применитель- 
Иг кругам Д, и Д_։ и показать, что /(z) = g(z) и на лугах ?։ и ք_յ. 

[ Повторяя аналогичные рассуждения достаточное число раз, мож- 
Кубелиться, что f(?) = g(z) на всех дугах հ* (£== — т, — т~- !,-• 
р՛,֊ 1. fi, i. • • , ,7), а, следовательно, — на всей дуге հ.

[Так как всегда можно выбрать сегмент խ. Л| таким, чтобы дуга 
■содержала наперед заданную точку дуги Г. го отсюда следует, 
■ для любой точки z дуги Г

/(*) = £(*).
i.’no и требовалось доказать.

Е
ский педагогический
тут им. К. Маркса Поступила 20X11964

«г. Р. РЦДЧ

ԱհՈԻԹՅԱՆ 1>Փ11Րե11ԱՆ1>Ր ՊՈ1.հԱՆԱԷ1՚Տ1Պ ՖՈհՆԿՅԻԱՆնՐԻ ՀԱՍ՛ԱՐ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

(z) 1իոէ.նկցիան կոչւքրոմ Հ՜ Ц. պոլիանա ւՒ'"Ւ,1 D ւոիրոէ յթ ու մ,

(?)•ր £)֊ա.մ ներկայացվել է հետե լա/ ուեորով՝

4-0

(z) 'խս-նկլլիաներր անալիտիկ են ԼՆում [k — Գ, I, Л- ֊ 1)’ ճ 
կո,վոէմ Լ II կարւլի խա in ւրք ւսն կե in /7 (t ա ղմ tn թ քան հաւքալւ, h թ ե 
պարոՀււտկվա մ են U հւսջորդ>ո1րսնւո.թքաններ'

շ(*՜՛ = а -и /<*) ехр(га^>) (^ = I, 2. • • •, //; v = 1. 2, ■ • ո)

Ւ>1/^4'1' 1>[,,1'կ"քն ենյ, րոա որում Я'1'1 թւյերր տարրեր են ե պատ֊ 
\է են |(), zj կխւասեպմե^ւտի՚էւ:

՝ե ի ա կ ո ւ թ ւ ա ն ա ո տ у ի ն fef ե ո ր ե մ տ ն.— Եթե j (z) ե g (Z) երկու, 
շիաները if ի որևէ [) ուիրուլթոէմ Ц կարէլի պ ո լիանա յ ի տ իկ են և համ֊
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ընկնում են D-ում Ц /քւււրւ^ի խտացման կետ ունեցաք րադմութ րսն
ապա ք {z) !Հ (,3) ամենա ըե ր 1)֊ա մ։

/Z լս թեորեմայում օդտադործված դադա/ի ա րնե ր ր և ինքը թեո/ 
տարաձվում են ա քե դեպքի վրա, երր Ц = ՀՀ):

1Г իտկու թ րսն աոաջին թեորեմա ;ից րիւամ I; ‘Լիւոա /ի հարոնի թեորեմա 
լ/ւ սւնու լալը պ ո լիանա լխո իկ Տիունկցիանե րի համար:

II ի Ш կ Ո ւ թ լ ա ն ե ր կ ր ո ր դ թ ե ո ր ե մ ա ն. Դիցուք ք(շ) և %(;} եր 
կա ֆունկցիաներ, որոնք պո լիանա լի տիկ են մ ի բաց պարդ կւոնէէնսոի 
անալիտիկ 1 ադեդի վրա, հավասար արժեքներ են ընդունում մի E ք“'< 
մութ լան վրա, որը պատկանում Լ | սւդեդին ե ունի թեկուդ մեկ աւ։>մա 
նալին կետ I ՝ի վրա. ա(ն «/ամանակ ք(շ) = Հ{շ)֊Ւ ամրոդջ | ադեդի վրւ
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