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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

А. А. ХАЧАТРЯН

ОБ ИЗГИБЕ ПОЛУБЕСКОНЕЧНОИ ПЛАСТИНКИ
нагрузкой, распределенной ио краю

Рассмотрим полубесконечную пластинку толщины Л (х\>0, 
ir I).

Пусть пластинка изгибается под действием изгкбпющего и кру-
Глцего моментов и перерезывающей силы, 
а-= О.

приложенных по краю

.И, = ,W0 sin — • 
X

Н = //0 cos ՛ •

.V1 - Posm '-Հ֊>

(Ո

где Мф, /70 и /Հ, — постоянные, X — пол у пе
ред изменения приложенных по краю плэ- 
- |нки нагрузок, причем будем принимать, что X достаточно больше 

пцины пластинки h.
Предположим, что пластинка изготовлена из трансверсально изо- 

шного материала, плоскость изотропии которого параллельна сре
зной плоскости пластинки.

будем исходить из уравнении изгиба пластинки, учитывающих 
|илне поперечных сдвигов |1].

В данном случае для трансверсально изотропного материала при 
отсутствии внешней поверхностной нагрузки систему дифферен- 
^альных уравнений задачи можно представить в следующем виде:

Ж+^=о.
Их ду

о հ՞ (I —р) . I — „— ձ-а?-------- i------ — ձտ. -4֊ ֊ ֊ « 0,
дх 20G' Е՝

(2)

ճձ„
20 G' Е



•10 А. А. Хачатрян

Изгибающие и крутящий моменты и перерезывающие силы вы
ражаются тогда через искомые функции w, <р и ձ следующим образом

Л1, = D ’d2w . d*w-----4-ս-----
дх2 ՝ ду-

Л*(1 — u) dz
100' дх

z's(l ~ է1) I
10 G' ду I

Здесь

H=—D (1 ֊ h) Ժ'֊֊ 
дхду

*» /?лЛ. = --- о
1 12 г

^(i֊՛?) /Ժլ ժչ
260' \dy дх

.V3 ֊ — Ф.
3 12 ՛

D^-^ւ֊ 
12(1 - И2) дх* ду-

£, р— модуль упругости и коэффициент Пуассона в плоскости из 
тропик, G' — модуль сдвига в плоскостях, нормальных к средин» 
плоскости пластинки.

Решение системы (2) ищем в виде

ы(х. у) - W(x) sin • 
j.

»(л\ у) <l>(x)sin֊'V .
f •

Р(Л, у)=’Г (A-)cos---

Подставляя (5) в (2). получим следующую систему обыкновен
ных дифференциальных уравнений относительно IV'(x), Ф(л') и ’1г(х).

Ф' — - ’ir = o, 
л

w՛" _  . ֊I __ ՃԼՕ___ ֊1Լ ф" .1 J___ hi ] . с՜^՜
200' £ 20(1-Рн)С'л2

2Լ Ա7"__ цу— 1լ) ф" 4 * Iх* I լ - -^Eh2
л 200' Е I 20(1 4- u) G')2

Общее решение этой системы имеет вид 
СД гЛ

1Г(х) = (С։ + еде ’ 4-(С»+еде‘ . 

ПЛ -Г Х.|| Хи,

Ф(л') = — -֊ — ֊—ՀՇշժ 4- 4- Օ5ճ + Сое . (7|
(1 ֊ “’)ла \ /
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к--"՜
гас
I '•Vi+-^Kzr-

QiWh 6՚յ, C՝։i• • •. Сп — постоянные интегрирования, которые должны 
рределягься из граничных условий задачи.

[‘•Как известно, все расчетные величины выражаются через о н 
?, п они, а следовательно и w, с, о, по мере удаления от края х = О 

арлжны стремиться к нулю. Поэтому следует положить

Շ',-Շ4=(Հ=0. (9)

| В силу (9). (7) и (5) окончательно будем иметь
йг =Л՛

w(x. у) = (С\ I- Сгх)е i sin Г- .

** ։՛"
ф(X, у) = I - у-2" £— С,е *4֊ Gt՝ * Isin ^֊. (КП

I (I— р-Ь.- I X

I ֊֊■? __ лИ WX.y)=|-֊^^ ' -ШС.С ' |cos^.

I Подставляя (10) в (3), получим значения моментов и перерезы- 
кощих сил. выраженные через неизвестные пока псстоянные С„ Са 
>’ Գ Эти постоянные определяются из условий (1), которые в силу 

'(•0) и (3) принимают вид
1(1 _С, _ 2 + ֊ I с, + ±1֊ШС։ - - .

Լ-1՛ ֊՛' 1 ֊ I с, +1 -*L + <1±>>Л С,-—I I 5(1- u-)G/.2| |10 6' ֊2£՝ kD(1-i0
di)

■  ------— G 4֊ G - Ро.
К (1~г)х2 А3 °
I Определитель этой системы отличен от нуля. Поэтому отсюда 

^^кпо.р. чигь вполне определенные значения для постоянных Շ\. 
£լԱ Са, те и самым могут быть определены нее необходимые расчет- 
3величины задачи.

Для более детального изучения влияния поперечных сдвигов 
армированное состояние пластинки, рассмотрим случай, когда 

■ягрвю х = 0 действует только изгибающий момент, то есть когда 
I Ро = //о = О. (12)
■ В силу (12) из системы (11) получим
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1 4՜ !*• __ ։ 4-ա
1 — и n3D (3 -Է թ) <*> — (ւ — н)

MqX 1 ш
~Ծ (3 4- а) ч> — (I -• p)

(13)

24- 4լ_ _ I 4֊»»
M (3 4-u)a> —(1 >)’

Гогла для прогиба w(x, у) будем иметь

зд(л, у) = w (х, у)
3֊ и

է.

H-/1-F
где wQ{х. у) представляет собой прогиб пластинки при решений рас
смотренной задачи по классической теории пластинок

W (X. у) лу* /1 Н֊Н
«я(3 4-р)£> Ч-Р

г. \ ՜ А г\»
х ) е sin — •). ) X

г —некоторая .приведенная толщина", определяемая формулой

г = _ । __ Е___ .
2л I 5(1 +1>) G' (15)

Легко заметить, что I 0 соответствует случаю классической геор; 
пластинок.

Огмегнм. что при любом положительном значении / имеет мес 
следующее неравенство

г +Հ14֊ ? "" 2
(16|

На основании этого из (16) мы приходим к следующему неравенств՝ 
для отношения w(x. у)/а'°(г, у):

1 - ю(-у- У) <-3 4-н 
и* (л, у) 4 I 4- н (К)

Отсюда видно, что отношение uj'w' есть ограниченная функция аргу
мента է. Для каждого конкретного значения է можно определить это 
отношение и тем самым выяснить количественную сторону влияния 
поперечных сдвигов.

Рассматривая формулу (16), замечаем, что при

-1±± х
1 -թ к

<181

» и а/ обращаются в нуль. Эго значение х0 характеризует границу 
изменения знака прогиба. Как видно из (18). в рассматриваемой здесь 
частной задаче действия только изгибающего момента поперечны։
сдвиги не влияют на значение х0.

X — X



Об изгибе полу&кконечпом пластинки 43

изложим теперь н ряд Маклорена правую часть выражения (14). 
кдчолагая, что / настолько .мало, что в этом разложении по срав- 

jintto с единицей можно пренебречь членами, содержащими /л (и сте- 
.Мии выше грех), будем иметь

4
1 4֊ j_<L֊M я 

(з Гр)1 J (19)

Шйтересио отметить, что в выражении (19) содержится է в пер- 
•юА степени. Л как известно [I). в решенных до сих пор задачах об 
»։։гйбе пластинок (с учетом поперечных сдвигов) поправка к клас-
отческой теории выражалась членом, содержащим Р. 

Рассмотрим
вует только

еще один частный случай, когда по краю х=0 
перерезывающая сила, то есть когда

В Силу (20).

А = //0 = о.
из системы (11) получим

(20)

С.

2Р^ 
^(1֊р)Я

(2/g ri)' ՚»րլ'.4/5+ I ji) 
(ճ՜+|»)-4/*(« - I)

Р<У 
’ Г.Ч)

12/Հ

1 շ/տ(տ и
(3 -4-и) 4/Ա<0 1) (21)

о основании этого

Pn' z IИУ—------ •' 1 —
Հ֊1) I г.

(3 и) 4;5(«>— 1)

из (1<>) для прогиба w(x, у) будем иметь

2Х . 

> пу
е sin ֊֊

А
՝՛ 'i(3+и ъ

Полагая здесь է —0, получим соответствующее выражение для
тяба юс, вычисленного по классической теории пластинок

ս՛
(34֊Р) О

2а
??1~) (23)Տ1Ո '

Петру до показать, чго при любом действительном значении 

(2/’4-1 )։ - f (4Л։ Ն 1 р) յ/7՜՜1 >0.

t

вательно, прогиб, определяемый формулой (22). как я соответ- 
Юшин прогиб, найденный по классической теории (23), в отли- 

։՛ от предыдущей задачи, не меняет своего знака вдоль оси х.
Здесь существенное отличие от предыдущей задачи заключается 

том. что выражение (22) еже не является ограниченной функцией 
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аргумента / Поэтому естественно считать, что полученные здесь 
формулы дадут хорошие результаты при ограниченных значениях է 
В связи с этим отметим, что для реально существующих конструк- 
цнй, как правило, /<1.

Из полученных выше результатов нетрудно заметить, что по 
прямым линиям у- ■ пи. {т—0, 1, 2,-.«) обращаются в куль про
гиб w, изгибающий .момент AL и функция с. А как известно [1]. 
точно такие граничные условия на краю у = const налагаются при 
шарнирном опирании края. Отсюда следует, что если рассмотреть 
бесконечную полосу-пластинку, ограниченную прямыми, скажем, 
х = 0, у 0 и v = b - п.к (ti — натуральное число), нагруженную по 
краю д'= 0 силами (1) и шарнирно опертую по длинным сторонам, 
то решение этой задачи получим из рассмотренной выше задачи при 
соответствующей замене 'к = Ып в полученных выше формулах.

Рассмотрим теперь изгиб бесконечной полосы-пластинки шири
ной Ь, находящейся иод действием равномерно распределенных по 
краю д' 0 изгибающего момента и перерезывающей силы интенсив
ностями .И и Р. Пусть пластинка шарнирно оперта по сторонам у=0 
и у—Ь. Граничные условия на краю л* = 0 будут

л/1=Л1 = -~ V -Um'—Հ 
~ " ь

/7 = 0. (24)

.. п 4Р Հ 1 п~\*
\.=-Р V sin ' .

- .-171 " b

Решение системы (2) ищем в виде
сс

к՛ (л, v)= V ir„(x)sln 
~i b

w
?(.v. V)= У Ф,(л)зшя—• (25)

A..։ ե

fi-у 
b

удовлетворяющем условиям шарнирного опирания по краям у = 0 н 
у = Ь.

Подставляя (25) в (2). для каждого индекса п получим систему 
уравнений относительно 1ГЛ (л), Фя (х) и Ч'л(л). аналогичную системе 
(G). Речная полученные системы и учитывая, что пластинка беско
нечно длинная по направлению х, а также пользуясь (25), оконча
тельно будем иметь



Об пзгибе полубесконсчной пласгпнкм 45

w(x. y)=V(Ce, Ся2х)е '' >in'~y.
«-1 b

Й* ‘|tU .VI

♦u. y)=s|

ТДС

2г'Епг „ *
(I -?=)^

и>я =

its

К*
6 |со»Я^ У.

иные Ся։, Сд: и определяются из граничных

(26)

(27)

условий
И). Нетрудно заметить, что эти постоянные при четных значениях п 
решаются в нуль. А при нечетных значениях п для определения 
ги постоянных получаются следующие уравнения:

I ֊(1 И'.: ■-’(!
I b |О 6' ժ/ր/յ

fl -• I

2г>£л‘
(I -н։)*’Ся:'՜

20(1' +
՜

(1 (ц-2л’/.;)Сй-0. (28)
В՜

| Г (1֊քՀ'ծ= . 2H!-jv|fcV>
I 2r.’,rE ?WF

где

== — I/--------------- (29)
п । «Հ-1 2ծ > 5(l-bp)G'

Рассмотрим действие только изгибающего момента Л!. Для этого, 
1ИМ8Я 0 и рещая систему (2Ь), получим

с„ = -|з + „-------- 1 - ՛, ‘
- Կ1 - п(о | I |л-п:/, |

- Ր 4.V/’ I .. 4чТоС„; = — 3 - р.------------ =-------- :---
। ոէԾ -t- I 1 -г n’t}

г 9ВЛ) I 4^0 I֊'
I flAH-V I 4- zp/ol

Ьгдл для прогиби w(x. у) будем иметь

(30)

Х‘(х. у) - 4.W
='(3fu)DA
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■< 2л- I 3. 1 4- р. _ гл
(I р)н’ Ьп:

пт.
ПТ. 

sin — у 
b

3 !- р- нгп4- I 1 -ք-дЛ

Полагая здесь t = 0. получим
прогиба «•’ (х. у). вычисленное

соответствующее выражение дл
по классической теории пласт»։

ч 4Л1АгК’ (A. V)— V
^(3+ч)П г д-1,3- •

Из физической сущности

(1—р)лг հո'
I՛ пг.

е sin —у.
v 1

задачи очевидно,. чти с увелич
/0 прогиб то(х, у) монотонно будет возрастать. Учитывая это и, кр< 
того, принимая во внимание неравенство (16), можно установить.՛ 
в этом случае также имеет место неравенство (17).

Приведем выражение для величины максимального проги 
имеющего место при х — 0 и у — Ь 2

1 4-н

Wmax —

,ч ֊ I
4(1 + |*)Лда * 1_____ 4'ճ______ГЯ

^’(1—!‘)(3+н)О„.й. л։ I :н ք-որ„+ Гх+я’4.11

Для каждого конкретного значения гп (29) и յւ можно с ли 
точностью вычислить сумму ряда, входящего в выражение (33).

Величина же максимального прогиба, соответствующая peai 
тятам классической теории (/о = О), будет

li ч).И/г
8(1 - и) (3 -г յ»)Ք

то есть з этом случае полученный ряд суммируется.

Институт математики и .механики
АН Армянской ССР Поступила 27 V! 19«

IL. II.. MWIJ.S|4JII.'I,
»ւ1-11ԱԱ4.«1.Ա|։Ջ ՍԱ1.1» «rlbllbUP. bP.I'IIbU’ ։»Խ1 • 11!1-«է,Ս.<յր ՈհժԱԴ 

IWhUBflhP-Bin, SIBiIJ. մ ։|| n t|i II I if
^որրէսծէոմ ւ/խոա րկված Լ ռ>[էանա/!։ քւսա ք խ/ и tn ր ո <y նլէէւթից պատրաստ 

ւիււծ կիւ/ւսանվերջ սա/ի ծււման հ^դ^րը. А/»/’ ««'//* />7/""^ կիրաու1ա}է Ա՛ր 
աարին ուքքերր տրված են ււրենրէւվ։ հւնէյքւրը լւււծված է Ս. Ա. Համքրսւր»
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եոմ/ւոնի աոսւ չապրած տեսության հիման վրա ՚ /]• որտեղ հաշվի Հ տոնվում
[^քսակէմս ււահրերի աէյէքեէ/тթլունր։ 

ււրտերյ ստաէքված են բանաձևեր
Դիտարկված են որոշ մասնավոր դեպ- 
ниц ի ճկված րնե րի համ Այր։
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