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Г Е. БАГДАСАРЯН. В. Ա. ГНУНИ

ОБ ОДНОМ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧЕ УСТОЙЧИВОСТИ 1 
АНИЗОТРОПНОЙ Ա11ЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ I

Рассмотрим устойчивость анизотропной (неортотропной) кругояЯ 
цилиндрической пане.щ радиуса R, загруженной равномерно р՛ 
деленной поперечной нагрузкой и сжатой продольным усилием ■

1. Пусть д-, у являются ортогональными координатами, соиИ 
дающими с линиями кривизны координатной (срединной) поверхшя 
ти оболочки, z—расстояние по нормали от точки (х. у. 0) до 
(Л. у. ?).

Предполагается, что в каждой точке имеется лить одна ..о? 
кость упругой симметрии, параллельная координатной 
оболочки.

Оболочку считаем настолько пологой, что геометрия ее среЛ 
пой поверхности не отличается от евклидовой геометрии на плоскосЯ 

В отношении тонкой оболочки принимается гипотеза нелеЯ 
мируемых нормалей 11] и считается, что прогибы сравнимы г толши 
ной 4 |2].

Имеем следующие уравнения устойчивости и неразрывности |1Л

^_н х О _ճ^յ* _ւ. Ո 
дх dy ‘ (Lx ду

1 Г..-Հ—I *м” I
/? " ох- дхау

ЧТп-րյՀ^; i 2(Г„-Г?5) (7Տ։ ր:Լ“;Հ =. J

ох֊ дхду ' Оу^

Ժն,յ J , 1 Хм : z к ] ZJ _Q
дуг дхду dxz /? и ’ 4

Здесь

Л։ ԿՐր. 4՜ րյյ-շյ 4՜ 63о2и« 

’г: ~ րյշտյ։ 4-Հշշ®շ4 4՜ <'гв-и- 

^12 г։вЧ։ ՜ с2€г5» 4՜ Դ6£։շ-
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/И1։ — Dnzn ֊|֊ Օյշ՜/-ո« т D։nxJ2, 

•14շշ ՜~՜ ^12У'Л ~ 4՜ ^2в^"12’

•Wjl = ^1հՀՈ 4՜ ^էՀՀ22 4֊ ^65՜Հ1*՛

>.е«ние усилия и моменты [1], 

ди , I /Ժ<Հ»\2€н ՜՜ և *՜ր ՜ո" ( ■- ) ՚
дх 2 \ ox /

dv 1 / dw\- 1
dy 2 \ dy ) R

du dv dw dw£1Л =----- и • -f-------- — ,
ду dx dx dy

d-w _d՝w o՝w
dxz’ ““ dy" ’ ** “ d.\oy

(1.3)

(1.4)

(1.5)

рмации срединной поверхности оболочки, л, г՛, ги — соответ- 
1но тангенциальные и нормальное перемещения срединной поверх-

П=л Դ = ^. г;, = о (1.6)

gCJMJW. характеризующие начальное не возмущенное (безмомент- 
Гряние,

ОЛ— = (1.7)

>сти растяжения и изгиба, /^ — коэффициенты упругости
В случае, когда оболочка изготовлена из ортотропного ма- 

термхн։ и глазные физические и геометрические направления не 
^Плддюг. оболочка качественно работает как произвольно аннзотроп- 

I. Тогда коэффициенты Л’։> имеют вид [1,3]

Вхх = В'ц cos4 ■? 4- 2 (В\.. ч- 2/Հ.,) sin29 cos5 о -г В',,2 sin4 ?_

= ճո sin4 с J- 2 (ԶյԼ 4՜ 2£Q sin2 9 cos2 9 4- 7Հ; cos4 9.

= /?n 4֊ |Z?H 4- B՝.i2 — 2 (Z?;2 - 2 Z?:6)| sin29 cos29, (1.8)

4-1#;, 4 • B'22 - 2 (S;2 4- 2/4.)] sin29 cos8 9.

/■՛!• = ( lysin’? B\. cos'*9 4֊ {B՛.. 4֊24JCOS29] sin2 9.

B‘,:. cos29 — /4 sin89 — 4- 2S^.)cos 2c] sin 2p,

I5—угол между главными геометрическими н физическими па
дениями, В։1. — коэффициенты упругости при 9 = 0- 
Представляя усилия Tik посредством функции напряжения
Ц*. у) следующим образом

АН. серия фих-мжт. нэук, № Հ
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т o^F т (FF _ d֊F
11 ду ’ “ дхду

(1.91

тождественно удовлетворим первым двум уравнениям системы (1.11. 
На основании (1 4). (1.5) (1.9) из (1.1) получим следующую нелиней
ную систему дифференциальных уравнений устойчивости оболочки

[ՀՀ +шк +2(О„+2РМ) Հ”. ю։.֊°^'г + /->»■֊• 
ах* дх3ду ох*ду дхду2 ду

1 ^а‘с’ । о 1 <Fw (PF d2wd՝F Л. n -J- Rq----------------- ----L. 2 - ------------------------------ж. Q
дх* ду* R дх: их2 оу2 дхду дхду ду2 дх?

(1.10)

. о d'F t t . d'F , օ d'F d'F ,
au ՜ 4 ՛ ~Պ։ 7 յ՜~ + - -tfjj) 4 -dn j i . '

дх* дх*ду дхгоу* дхду3 ду'

, 1 ԺԿր . (Р’гсРх / ժ։տ- \* Л — - -  4֊ ---- ------------ f ------  1 — (Լ
R ax3 dx2 dy“ \dxdy /

где

6'։։гв41 — e 16 GA։
’ "S="~G?2~։

ciiFu ՜ ՛ 10՛ M

15 ՜

с՝п‘ ?շ Ղշ Դւ1'^ GAe G։G« GAe

2 = 72՜ - 4>) ֊ fSe) ֊ (GA* — GA*)*! •
*'6«

2. Решение системы (1 10) ищем в виде |2--5| 

ւր-' = /տւո՜Հ տ.ո ՜*՜1՛՜՛1^, 
ծ տ

ր = Փտ1ո^Տ,ո 
b տ

(1.11)

(2.1

где .$— длина полуволны, а —тангенс угла наклона ноли к оси д։.
Применяя к системе (1.10) вариационный метод Бубнова Гале] 

кина, в силу (2.1) получим

где
КЬ* Kb3

“-Ր Г" ՜ —(! т Р=>

(2.2;

(2.31

(2?
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р Верхние критические значения внешних усилий при их независи
мом действии

. ; Зг.» Հ Հ 2շձ (Հ-յ.)!
I ■ Rb4t J. ’ J* ՚ տ* ’

.» է>

i i sin1—— sin2 ՚ — — dxdy,
J J s
и 0
ծ (’

J,, Sin’ ■֊' sin՜’ dxdy,

и о
1.I՛՛/*
fГ . -V - *v , 

Հ= И տա -- cos՝ sinJ J I> ։>
I о <>

/< =

5^= Տճ . dxdv 
s s

I . A
2 ' /?’£. *

ձւ = ֊լր 1«п7а - 2W - (<Խ 2flia)(T 4֊ «=ք) 
7

2O2« (a’T2 4՜ 3«7) «м (a*T2 4֊ 6агт 4- 1И.

Կ = Wi3 ֊ + 2 (£>12 4- 2OM) (7 4- a’l2) - (a’f֊ + 3a7) 4֊

+ ^я(а^4֊6г’т+1)|.

i
3. Из уравнения (2.2) получим

T = T^-ef֊\-df:. (3.1)
Здесь

Т ֊_ ր° = T* =_________ Kb-_________
X л27 -f- x-‘-( j 4֊ va2i

(3.2)
__3(ձ_֊_Հ)____ մ= 2к2(Л-./?2_______  

р|т.Ч.х(1Ч-7а2)|Л։./։’ Нт4-х(1 4-7**)Hr// ’

Kst — параметр внешнего усилия. < некоторый коэффициент. Т՝- 
Ьерхнее критическое усилие.
| |3ацксимости / — /(7 ) приведены на фиг. 1. 2 соответственно для 
Ьиёгнн и оболочек. Неустойчивые решения обозначены пунктирными 
Иями,

Л. = П - ֊֊ (3.3)
4մ

—ннжияя критическая нагрузка.
I Устойчивость ненулевых решений ноовёряется обычными л<ето- 
Л|.
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Большин интерес представляют те значения параметров а. у. 
вблизи которых достигается минимальное значение верхнего или 
нижнего критического усилия. Однако, в общем случае нахождение 
минимальных критических параметров связано с почти непреодоли
мыми трудностями. В каждом конкретном случае минимальные пара
метры можно найти численными методами.

Отметим, что в случае ортотропной оболочки с несовпадающими 
главными геометрическими и физическими направлениями нижнее и

верхнее критические усилия, а также кослекритическпе прогибы су
щественно зависят от ориентации главных направлений упругое!» я 
являются периодическими функциями угла © с периодом Та'йш 
образом, мы имеем реальную возможность регулировать критические 
параметры. а также ноелекритичсскнс прогибы в зависимости or 
условий работы конструкций.

В качестве примера рассмотрим ортотропную пластинку, Korj 
главные геометрические и физические направления не совпадают.

Рассматриваются четыре случая комбинаций упругих настоями

Слу
чая й & Գ--

1 2£ Е 0.5 /.

II Ю£ /• 0.5Е

III /: 2Е 0 ЗЕ

IV Е 10/: 0.5/՛

При этих данных значения х, 

ные значения критического усилия

у и соответствующие им миннма,' 
Ьг

приведены «и:
/ - Г-Н

(табл. 1).
На фиг 3—5 приведены графики зависимостей Гц ('?). у (у). а( 

для I и II случаев.
На основе приведенных выкладок можно сделать следуют 

выводы:
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Таблица 1

= к г O-.I8O0 30' 45s՜ 60е 90“ 120' 135е 150'

0.4024 0,4618 0.4692 0,4436 0,4024 0.4436 0,4692 0.4618

1 « 0 -0,1339 -0,1847 ֊0.1720 0 0,1720 0,18*17 0,1339

т 0.7072 0.8573 1.029 1.025 1,414 1,205 1,029 0.8578

Հ', 0,6937 1.054 0,9416 0.8С06 0,6937 0,8006 0.9416 1,054

II 3 0 -0,6140 -0,6017 -0,426*1 0 0.4201 0.С017 0.6140

т 0.3162 0.7504 1.304 2,081 3,162 2,081 1.30-1 0,7504

0.4024 0,4430 0,|1692 0.4618 0.4024 0,4618 0.4692 0,4436

III 3 0 0.1720 0,1847 0,1339 О ֊0,1339 0,1847 -0,1720

• 1.414 1,205 1,029 0,8578 0.7072 0.8578 1.029 1,205

Հ. 0,6937 0,8006 0,9416 1.05-1 0,6937 1,054 0.9416 0,8606
IV 4 0 0,4264 0,6017 0,6140 0 - 0,6140 ֊0.6017 -0.4264

1 3,162 2.081 1,304 0,7504 0.3162 0.7504 0.304 2,081

кп
a) min I min 7’*. I достигаются при с = —(й = О, 1. 2,* • •), то есть 

(?) I 2

когда главные геометрические и физические направления совпадают;

w
Фиг. 3. Фиг. 4.

-w ч

Фиг. 5.

б) max Imin 7Հ.1 
(«•) I (-.т> I

при достигаются вблизи углов Ля

4

Зп
- Ь Ля < са < (& -f- 11 х, а при 13и <Լ #2. — вблизи 
4

ft <h + 4 й k՜ + -- < ?9 < Л« 4- — 
4 2 2 4

(Л==0,0. 1. 2.- );
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в) если /?п > Вп. то при увеличении Z?i։ угол «։ приближает 
к левому пределу, а с2 - к правому. Если же սո<Լ8Հ. го с уме! 
шением /?„ угол с։ приближается к правому пределу, а-%: ՜ *•' j 
пому;

г) характеристики типа Ժ/9 (л, /') представляют собой цилнил} 
ческие поверхности, образующие которых наклонены пол углом ' 
относительно плоскости ( Г, ?);

д) величина (max Irnin Г* I min Imln Г* I увеличивается с yl
I о») I и.т» I <<?։ I <-,7» . I '

личепием отношения Z?n/^25.
Таким образом, появляется реальная возможность существ» 

иого увеличения несущей способности ортотропной констрш 
путем оптимального выбора расположения главных направлений ущ 
гости материала.
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Ն I;. 14Լ*1.ԴԱՍԱՐ8ԱՆ. Վ. в. ԴՆՈ1«Գ1»

ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹԻ ԿՍ.ՅՈԻՆՈԻ1 »ՅԱՆ ՄԻ 
ՈՉ-ԳՆԱՅԻՆ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ամփոփում

մ' դիտարկվում Հ անիզոտրոպ զլանային թաղանթի ոչ֊ւթւպ 
կա քուն ու թ րււն խնդիր ր։ // րպե,ւ մասնավոր ղեպր ղ ի ւոսւ րկվսւմ է օրթուոր։ 
թաղանթ, որի 'III11 ե րկրաչաւիական ե 'իիղիկէսկան աոանցրներր Ijat
մում են О անկյուն։

^աշվված ևն կրրաիկական պարամետրերը և ե ակրքււէւիկական ւ1իեէ.\ 
ճկվածվւներրւ Ձուլց է տրված, ււր Q անկլան համտպասւասխան ընւէւրւ 
թրււ՝1։ ւ/եպքում, կարելի Հ էապեււ մեծ արնել կրխւփկական պարամետրի 
արմ երներր:
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