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А. А ШМАТКОВ

ОБ ОДНОМ ИЗ КЛАССОВ КВАЗИГОЛОМОРФНЫХ 
ОТОБРАЖЕНИЙ

В работе рассматриваются квазиголоморфные отображен 
храняющие аналитический характер трех плоскостей. .Устзнавл! 
связь между отображениями рассматриваемого типа и отображ 
с ограниченным дефзкгом Эта связь установлена в теоремах I i

Пуст։, функция
(Г) z։). k = I. 2 В

комплексных переменных zx и з2 дифференцируемы в точке 
Af0 (2?. 2?) и J0 = J(z*v 2?) =#0. где

յ Աւ, ,յ = <*(^1.^2. Wx,/wt) 

ժ(շ։. z2, z։, zs)

Рассмотрим отображение

z,„ p = l, 2.
4-1

где 

являющееся дифференциалом отображения (1) в точке Af0(zJ, :lj.
В |1| (стр. 409) установлено, что если отображение (3) сох 

няст аналитический характер плоскостей г3 = с,֊.г1։ Л — 1. 2. 3, то 
сохраняет аналитический характер всех плоскостей z. = г?։, 
которых точки с՝ лежат на сфере Р1 переменного с. на окружи; 
проходящей через точки с4. А = 1, 2, 3.

Мы рассмотрим подобное отображение. Оказывается, что 
него после надлежащего поворота системы координат имеют .« 
равенства

/;н - а„. ծ ..= »е' аи, Ьи = at?" ճշյ, ծ4, = vt?/։ a։։.
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> թ и V—некоторые неотрицательные числа, г- действитель
ное число. При этом р и ■” могут обращаться в нуль только одновре
менно (в последнем случае отображение (3) при выполнении равенств 
(4) сохраняет аналитический характер всех плоскостей, то есть являет- 

!морфным);

;i>v, uv^feO, ./՜ <2։1а„ —ай։а1С * О.

[едние два соотношения следуют из того, что в рассматриваемом 
чае

Հ> (' (">)

Л J — «ւ։«ւ՚ճ «շ։«։2 —՚ якобиан голоморфного отображения

К'/' yWv- Р = 1՛2-

<7-1

(<'>)

таукяцего данному квазмголоморфному.
щзвольно взятая аналитическая плоскость после применения 

ней отображения (3). удовлетворяющего условиям (4). переходит в 
незиалнтическую плоскость, Ее дефект равен величине

I
dei «, Г) = ---------

где

(7)

Ар = сар\ - alt2, Вр =( b;,\ 4֊ bր։, р = 1. 2

’«• |1|. стр. 411).
Вычисления показывают, что del (с. Т) для отображения (3), 

удовлетворяющего условиям (4), определяется по формуле

!։■((<-. /'= !֊ =2!ճ!ճ^ճ7ձԼ_ ------------------=---- , (8)

а (с с — ՝?") 4 ք-Հ 1 — р2сс ) 4- (1 — }«■՝/) (ус 4- } с)
где

а = 1Պւ i’ + I Պոտ. ֊■'■ = I «и I2 4֊ «и 2. 7 = «ոՊ։ +

Из формулы (8), в частности, следует, что отображение (3), удовле- 
твпряющее условиям (4), сохраняет аналитический характер плоско- 
Ней с, для которых числа с служат аффиксами точек окружности 

(на сфере комплексного переменного с).

Т
зссмотрим величину

Զ = сс{а ՜ ^8) “К1 — Н (jf • Т «) - (а»8—3) g (
2 у I (рсс ֊ Ч

Из (8) н (9) вытекает, что
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def (г. 7 ) -
I)

Рассмотрим, далее, плоскости <. дли которых величин.՛։ (9) яркий 
фиксированное значение D Исходя и։ соотношения (9), можно п 
зать, что соотис -сгвуюшие точки t сферы Римана лежат на ок| 
пости

21/ /J't

.• -/М(/> քՀ-
(« —^а —2D / р)2

где

/Հ. а
d :--<l(vi Հհ) . I (,х - ;Փ)Ձ Mjm

4 7 If*
Из (И) следует, что возможные значения /> удовлетворяют усливз

либо Г) max 

Пусть -a — սՑ^>0. тогда 
кает, что

D-). либо D< mln (7)։. Dz).

и- (12|, (13) и неравенства D C\D

D (1 ՜ Н») (14
4 / им

Пусть теперь *а—սՏ<Հ0, тогда

{) (1 l F'Hl4֊ va) չ֊ ;:v | (>x ֊ u-J)2 4- 4jtv \յ.
41/1 F

•4 У4 ֊♦• 4jivам) լ - 1

Из неравенств (14) и (15) и равенства (10) вытекает, что зо 
случаях имеет место неравенство

бе։ է г. Г) Հ - 1 1 _-=J

(1 + F*)ll4-«՛ н- 1֊ rl I (*Х—^)’4-4|/ւԴ* ՛

Мы будем рассматривать отображения, близкие к голоморфны 
есть такие, для которых р<3 (о геометрическом смысле это։ 
ловля см. (1|, стр. 410).

.Чля таких отображений

ՀԼ = «V.

~ |/

Определение 1. Гомеоморфное отображение

(7՝)«>Р = А(21, z:). р = I. 2, 

класса С? области Dcl ՀՀ на область Հհ-, принадлежит к к. 
/.г(Хг). если оно:

1. Сохраняет аналитический характер грех плоскостей.
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2 Имеет место неравенство

()<? /</г <1. (18);

Определен не 2. Гомеоморфное отображение

(Г) ^>=Л(г։» 2-

lacca С։ области De: С7. на область 0s сС; принадлежит к классу 

/.։(fc), если оно:
|1. Сохраняет аналитический характер трех плоскостей;

2. Принадлежит к совокупности отображений области О ■: огра- 
пнтым дефектом

def (г. T)<k. (19)

вапикенных дополнительному условию

()<Հ 47<Հ 1.

Имеют место следующие теоремы.
Теорема 1. Если гомеоморфное отображение

СП = fP(zl -2), /> = 1,2,

(20)

итн С* области Dez С- ни облаешь принадлежит к классу 

/.г(й), то ано принадлежит и к классу /

Доказательство. Из неравенства (16) следует сира вед* 
хпъ неравенства

Դ 1Հ II •/def(c.T) ՜Հ ՚ - (21)
1 — p-v

(авенств (18) и (21) следует нужное нам неравенство

def (г, Л (22?1 А

Теорема. 2. Если гомеоморфное отображение

СП />-1. 2

՝си С՛՝ области DcCz на область Ը*<~ՇԼ принадлежит к клас-

I
гу/..(А). то оно принадлежит и к классу ^-շԱ| у ^/| ‘

1
21/1

Доказательство. Пусть / =
;лЗ — va

!.гда неравенство (16) примет ни.՛։

2/p.v
def (с. Т) < — ------ --- - -------717г^а=^՜ • (23)1 + 4֊ 1 — UV р | I /-p.V

Из неравенств (19) и (23) вытекает неравенство
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i i ------ - , ---- ti
1 4- p -f- 1 — J1V Нт < J**

для любого է.
Фиксируем произведение и рассмотрим функцию 

_____________ 2/ну_________  
? ” 1 + »».Т11 - р IV ՜

Исследование этой функции показывает, что значение 

будет наибольшим для всех 7.
Из неравенства (24) и равенства (26) вытекает нужное нам не- 

равенство

k*
(I + v PR*?

Приме р. Примером отображения рассмотренного тина, несэд 
шегося к линейному отображению, является отображение

«ն = ->7; (г1 Ф ? И֊ 3kZ2) -I- ֊ ?յ 1֊ 2շ ֊Ւ 2'- (2յ + ? շ)

= |4 3 (ր, -Г /. ?։ - Л z՜) փ է | ?։ - 2/. (Zj 4- zs) j , (3)

где а — произвольное комплексное число. ________
Нетрудно проверить, что функции (28) во всем пространен! 

С: удовлетворяют условиям

|Ц7 — <?с| = \br dp\, arg ( |“ 4՝ • |р Г I ^=2arg|‘‘ И, 
X I с է I d р ! J | с ր I

arg ja ր ! = arg:b (J ur 
I c r . dr

(cm. fl], стр. 203).
Здесь

dw.. dw.. дик дю.. r7 — —֊՜, t = , г = —
<7Zj dz. dzj ժ/3

При выполнении этих условий дифференциал отображения ( 
сохраняет аналитический характер всех плоскостей | 
которых числа с служат аффиксами точек окружности (на сфере 
комплексного переменного г)
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|с-1| = 4. (30)

При самом отображении (28) все плоскости вида za = cz։, где 
гараметр, удовлетворяющий условию (30), переходят в неаналити- 

поверхности, однако их касательные плоскости в начале ко- 
ОрАНкот являются аналитическими.

[ Так как в начале координат ./с .-=(] — 4|л ։)։. то верхняя граии- 
^.значениП dei (с, 7՜) дается формулой

max def (с, Т) = —-------- . (31)

ТОму, еслиJ
Ш отображения (28) в начале координат max def (г, 7) <Հ ֊. Тогда 

'€₽*
силу непрерывности тех def (с. Т) отображение (28) принадлежит сер»
[ к классу квазиголоморфных отображений Л, (е) r некоторой 
естности начала координат.
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Ա. Ա. ՇւքԱՏԿՈՎ

ՈԱԶԻՀՈԼՈւրՈՐՖ ԱՐՏԱՊԱՏԿԵՐՈՒՄՆԵՐԻ ԴԱՍԵՐԻՑ ՄԵԿԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո t|i ո t մ

աաութլան մեջ դիտարկփււմ են ալեպիււի Հււիւպիհո լոմ и րֆ արաա- 
րա.ւ1ներ, որոնք պահպանում են երեք հարիք m ի}{ունների in'll ա ք ի ա ի կ 

քձոյթըէ Հււսււոաա է[ու մ Է՜ ասն itti. քմ րւ էն էլ ի ա tnրկփէ էյ աիպի արէոապասւկե րում֊ 
սահմանափակ դեֆ եկա աք ա րասալա ակե րա է)նե րի միջև} Ս.լդ աոնչոէ.~

Pr^i՛ հասաաաված ի 1 և 2 իք ե ո րե մնե րու մ է
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