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МАТЕМАТИКА

К. А. АВГАРЯН
ПРИВЕДЕНИЕ КВАДРАТНОЙ МАТРИЦЫК КВАЗИДПЛГОНЛЛЫЮМУ ВИДУ И РАЗЛОЖЕНИЕ ЕЕ ИА СОСТАВЛЯЮЩИЕ

Г;՝Е В статье излагается достаточно простой метод приведения кшц|»гяой матрицы к квазидиагональиому виду. Идеи метода коротко пшжены в заметке |||. Здесь этот вопрос рассматривается более подробно н с несколько иных позиций, а именно, обоснование ме­тола проводится без использования теоремы Сильвестра о разложении «»«Рагной матрицы на составляющие.2. Пусть собственные числа матрицы // порядка п разбиты на 
Լ.՜,. / Р \& групп вида а?՛'. •• , Хд’З (з — 1. 2,• • •, п\ п} при условии,

। ՝ что
Հ>’> с >0. (1)(5=#s; i — 1. 2,.--. A՛,; j = 1. 2,---, Հ).Каждой группе з поставим в соответствие матрицу

ձ'(’) = 11Ո(“-^ճ«>՛։’ 1.2,(2)5-1J-I5~յРанг .матрицы △.-,(//). а также ранг любой целой степени этой матрицы. на основании теоремы о дефекте функции от матрицы |см |2|. стр. 130, теорема 8) равен !г,. Поэтому матрицу А, (а) можно представить как произведение матрицы А’, типа ռ X А*. с А7 линейно не­зависимыми столбцами на матрицу Alo, типа Ar,X я с k... линейно неза­висимыми строками: А,(//) = КвЖ. (3)Из равенства A;(/z) = /<,AW<3.-W0,видно, что квадратная матрица Л7а,/<. порядка А, является невырожден­ной матрицей.Введем в рассмотрение матрицу
Л1,= (Ма։К,)-1М0,. (4)



4 К. А. Лбгарян.Легко показать, что
Л/7/<л- = О, (а х) I(ZTz— единичная матрица порядка /)Первое из этих равенств сразу получается умножением (4) справа на К,. Для доказательства второго равенства заметим, что

ձտ(«) Д4(иЛ » 0. (a^=s). (61так как из произведения ֊Ն Д. при з д տ можно выделить множитель 
Р КП П (и - 4’^/-«). который, согласно теореме Гамильтона—Кэли, ра- »-1 /-!вен нулю. Используя равенство (4), будем иметь

Кп МьК'Mb К. /И, КаМ«, = 0.Отсюда, учитывая, что К. состоит из /г,- линейно независимых столбцов, Л'/о.4— из k. линейно независимых строк, a ЛЬ»/С является невырожденной матрицей, непосредственно следует второе из равен­ств (5). Введем коагулированные матрицы / Л*Л/< - (7<v а;.---, к,,}. Л!= -Ч. •\.й„/Ввиду равенств (5), имеем
МК = Л'/И = (7)П редставим то ж лестно

и = КМ и КМ следующим образом / МхиКг- • • Л Լււ К,, \I М2пКх .ws«/<2. • МмК), 1
\ М„иКх ■MpuKp ՚При а /.*• субматрица

М,иК> = 1 .Wa/<,.'Wu>«/<.(4W<*)": = 0;(матрицы м и A.../WOi — как многочлены от одной и гой же ма­трицы перестановочны друг с другом).Поэтому
(

МхиКх 0 ... о0 ЛЪ/А\ ••• () jzWО 0 ‘•Mf.iiKfJОбозначимէ՜. ' .\:-=М:ЧК։. (9)



Приведение квадратной матрицы к квазидлягоналыюму виду 5/Л։ 0 0 \А = | ° лг* * * 0 )• (10)\ О О -А,,/ гда /г = /<Л/И = /\А/< ՛. (И)Таким образом, посредством матрицы А' матрица и приводится к пдиагоцальному виду А.3. Матрицы и в А, как подобные матрицы, имеют один и те же гвенные числа.Покажем, что собственные числа матрицы \ суть собственные :ла матрицы н, включенные в группу •=.■'Пусть կ— собственное число матрицы А:. Тогда Հ—вы­рожденная матрица.Предположим, что не принадлежит группе г. Тогда w—X//:n является множителем Имея н виду, что. как нетрудно про- яерить.
Л1:(«-/Дя)НА-.-а/^)/М: (12)II 

(и - ԿՒ.,,} /<, - К-. (Կ - (13)представим матрицу .ИЭА,К, в виде,И.Д,^₽ П (А։->.,£^).
(ր= 1. *«)Согласно сделанному предположению, среди множителей правой чисти этого равенства имеется вырожденная матрица А — По­йму .-VI,Д,Кг — вырожденная матрица. По, с другой стороны.

,И,Д,А\^ Я/(ЛЛ = AWG,причем, было показано выше, А10./<.-—невырожденная матрица. |‘Полученное противоречие доказывает, что любое собственное число Матрицы \, есть собственное число матрицы и, включенное в IГруппуI Пусть теперь X, —собственное числи матрицы к, включенное в группу 5.Предположим, что не является собственным числом матрицы А. Тогда Х> должно быть собственным числом хотя бы одной из остальных матриц А,. Пусть эго будет А (s =# s). Но тогда, по до­казанному выше, AZ принадлежит группе .տ՝. Оказалось, чго принад­лежит одновременно двум различным группам - и տ, что противоре^ чнт условию (1). Таким образом, имеет место и обратное предложе­ние. а именно, всякое собственное число матрицы и. включенное и групп՛, г. является собственным числом .матрицы А-.



6 К. А. Абгаряк _________________4. Равенство (11) можно представить и так: .^И
и Иг-1 Игде А< А,Л։Л1,. ЛМатрицы R- (с== 1, 2,---, р) удовлетворяю г равенствам

R? = КаЛ?/И, (/л - 1./?,--/Л=0, (э ¥=.?), (1?||
uR> = R-.it — R՝;. (1ЛРассмотрим матрицыЯ- К-.М..., (с= 1, р).Имеют место следующие легко доказываемые соотношения:

Р? = Р., (з« 1. 2,..., р- w=l,2.-..): (Д|р:./<=0. (o=#s): (21)1
V,P-£, 12211:՞։ HIи. наконец, иР: = Р3и*=> Ra. (а = 1, 2,. • р). (23)1Отсюда следует, что матрицы /< (з=!, 2.-՛-, р) можно рассматрп*] вать как операторы выбора, с помощью которых можно выделит»! любую из р составляющих R-. матрицы а, соответствующих р nenv- ресекающимся группам собственных чисел матрицы и.Отметим, чтоД,Р;- 1, 2.---, р)

5. Примечание ! Пусть /(к) функция скалярного «аргумента м определенная на спектре матрицы и. Тогда, так как и и \ подобии, j' /(//)=--А՜/(А)Л! 12511я Г J!
f(u) - у AV(AJ/WJ։ (2fl։«• I

Примечание 2. В качестве матрицы /(., может быть взята любан матрица, составленная из !<-. линейно независимых столбцов матрицД или из k9 линейно независимых линейных комбинаций столбил! матрицы ձ0(«). Матрица Аг может быть заменена матрицей вил 
KzR-., где 1Լ — произвольная невырожденная матрица порядка fe . Пр»; этом, очевидно, вместо матрицы AL следует взять матрицу /Л-‘At. (Я другой стороны, как легко показать, если Д. ^/<3AU> и Д.= Mti.



Приведение квадратной матрицы к кватдиагонал ином у пи г, ро существует невырожденная матрица В. порядка /г,- такая, что А - К:В,. Поэтому матрицы К.,В., Вё'М. и В-'А^В^, где произ- вольаая невырожденная матрица порядка Л,. .можно рассматривать как .Общий вид матриц, осуществляющих разложение (26).Интересно отметить, что и Р, не зависят от В,. Действи- лелыю. в соответствии с формулами (15). (9) и (19), получим
= КЛ(В;՝М^К,В }-В, Г*/И,= /<,А,ЛЕ:Я = /<,Д։ЯГ’/И,-

Примечание В. Матрицы Д, (н), а следовательно, и матрицы /<,. 
Կ. Ms. вообще говоря, являются комплекснозиачными. Но можно разбивку собственных чисел на группы произвести гак, что перечне- Ьеиные выше матрицы будут составлены только из действительных чисел. Для этого, очевидно, достаточно, чтобы любые два комплексно сопряженные собственные числа матрицы и были включены в одну и ру же группу.

Примечание 4. При соответствующем разбиении собствен­ных чисел па группы из формулы (26) могут быть получены фор­мулы Сильвестра. В частности, если все собственные числа матрицы простые, то, предполагая, что каждая группа состоит только из • ли < и собственного числа, равенство (26) легко приводится к виду
—, А.։/.)я-։ •՝ >(что представляет собой формулу Сильвестра в случае простых соо- авенных чисел.

Примечание 5. Как известно |3|, матрица /□, ортогонально про­ектирующая //-мерное пространство /?л на А’.-мерное инвариантное подпространство R,n. соответствующее собственным числам л?,---. 1'4° матрнпы //. может быть представлена в виде
ISтле 7,— спрямляемая замкнутая дуга, проходящая в комплексной пло­скости на положительном расстоянии от спектра матрицы // и отде- |ляющая собственные числа Հ,’' от остальных собственныхчисе л матрицы //. Легко показать, что построенные выше матрицы [I /*.<«•= I, р) в точности совпадают с матрицами /3.Пусть Г • я, О -•■0\О В2 • • -О | о о ■••вр/



8______ ________   К. А. Абгарян дДквазидиагональная матрица, приводящая квазидиагоналЪнук։ ՛ при А к форме Жордана А.Тогда
(>.£„ и)՜' = շ К,в. ' (Щ. - А.) '«..И .А-1Используя теорему о составном контуре и считывая, что А ш форму Жордана, получимT(U'fe֊A, ) ՚ճ>. - ,х =>: В, ’ О, ($*•=).I:Поэтому

"> Կ՚- 
Ն ' I

= ֊֊ Տ/<А՜‘фЛ>) ֊ /<„-И5 = /t.
Примечание б. Пусть и. (т) ֊ матрица, элементы которой в;й межутке խ, ծ| k раз дифференцируемы по параметру ՜.Тогда представление матрицы Д,(/г) в виде произведения лв матриц /<, и Afo, (см. (3)) можно выполнить так, что матрицы у 

AL, Аа будут также k раз дифференцируемы. Эго вытекает is с. д у ют и х с ооб ра ж е н и й:а) матрица Р3 k раз дифференцируема, что следует из ракенс
Հձ=^՜Փ<'-ք’ "> 'd՛-- • х6) существуют к раз дифференцируемые матрицы К, и 4L, кие что Kj.Ho (А*,—матрица типа п Հ k, ранга Հ’,. а AJ,-i трица типа к, X п ранга k-).Если, например, в рассматриваемом промежутке խ. ծ| лшйЙв независимость каких-нибудь (но одних и тех же) Հ столбцов натри! Р, не нарушается, то достаточно взять в качестве матрицы A'- v трицу, составленную из этих k3 столбцов. В общем случае всегд! можно набрать матрицу К-. из таких k. линейно независимых Л нейных комбинаций столбцов матрицы Р. с коэффициентами, eq обще говоря, зависящими от т, что будет обеспечена k раз лифа реицируемость матриц К:, Л1... а следовательно, и матрицы ! (см. (9));в) любая матрица которая является множителем явадеп множителем Дг(«) и наоборот.6. Рассмотрим один частный случай. Пусть собственные чиа матрицы и разбиты на группы при условии (1) таким образом. чтЙ каждую группу включены только равные собственные числа, и д! 



Пршч-депне кг матршш к квазилиагоиалыюму виду 9стни, чго все элементарные делители характеристической матрицы |Нл£л. линейны.В этом случае имеет место равенство
(и- Д1(ц) = 0. (27)Здесь через обозначено общее значение ранных собственных висел. включенных в группу а).Используя формулы (3). (4) и (13). отсюда получимЛ'։(Лл-7?'£/г5)/ИоХ/И։=О.I .Умножим последнее равенство елеен на .И, & справа на К. Тогда г левой части равенства получим коагулированную матрицу. ։у кото­рой все клетки кроме одной, которую занимает субматрица (Х« —. являются нулевыми матрицами. Учитывая, чго в пра­во? части равенства стоит нулевая матрица, будем иметь
(Л=- kl%։) ма։к, = оили так как М(,:К невырожденная матрица. (28)Г Отсюда видно, что Л - — диагональная матрица, диагональными ементами которой служат равные собственные числа, включенные группу з.Матрица Ка состоит из /г, линейно независимых собственных век->ро՝ матрицы и. Действительно,

(и - R&„) к, - л; (Ав - о.Г1КН.М образом, в рассматриваемом случае изложенный метол приво­дит к известному результату, а именно, если все элементарные де­лители характеристической матрицы «—л/Д линейны, то посредством )ицы, составленной из собственных векторов матрицы последняя годится к диагональному виду.7. В качестве примера приведем к квазидиагональному виду и гожим на составляющие матрицу֊8 2 5 — 4/֊15 5 б -3 \
и — I I,1—12 4 9 ֊10 I• —6 2 5 ֊6I а. Собственные числа этой матрицы Х։ — 1. *֊2------- 1. *3 -2. Հ— 2 разобьем, например, на следующие две группы: ища ■ 1: Xj։) = 1, Հ՚։) — — I,Боа 2: Хр = 2, Х?>=֊2.
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֊3 6 -3 0
= (и - Հ1էք-է) (// —XV>£.) | ~9 121-12 12 -6 Gг, • -6 6-3 31!римем

11 реобразующая матрица
I О

1О- 1о
о-1о1Отсюда

4 =и далее 2 1 0 \1 О ֊I /’ ֊1 оО 1л, = м1«/<1 = (' ' >2), л։=М։И?<.„/2 «\—1 -/ / ‘ \о — շГаким образом, .матрица К преобразует матрицу и к виду7 12 О О
v = I ֊4 -7 ° о |I о 0 2 8 Г՝■ 0 0 0 -2 '



Приведение квадратной матрицы к киазиднагокалькому видуяющие матрицы и՝. 7 ֊1210 1713 ֊227 —12 ՛Հ- 10 4 __շ 8 \—18 8 -4 !4 |16 8 -4 12 /8 4 ֊2 6 ՛в Приведем теперь матриц) и к диагональному виду. Для этого 5ьеМ собственные числа на четыре группы:л‘”=1; г.':'-= 1: >Я=2; г4,=֊. ֊2.-12 12 ֊24 36.ъ «о / ֊18 18 —.36 54ձէ(и) = (и-,.՝»Е,)(«-*'«£.)-! 24 24 _(8 72

֊12 12 —24 36
и мем

.0 О —18 36./ 0 0 —24 48 ձ’<“>=>" ,-/■)(« о _зо юч) 0 —18 36 '1римем

AJ«) = (« ֊ >.П)£Д (и - (и ֊ =

֊36
ՀՀ

—7236
24484824

֊ 1224-2412
24 ■484824причем



24 0 0 24
М«> ХЙ’£,)(«֊Л5-,Ь ՜36 ° ° 3(5

Примем • / 2 
Ի 1 - \ ' 11 преобразующая матрица • ,•

/< = ' 1 •
, 1 -. I Ո.W = А՜1 = |\ ՜3 4 1Отсюда Л1։ = ( 1 — | 2 ֊3),Л/, =7-3 2 -1 2),Без вычислений ясно, что \,=^Х‘ '= 1Л4 = - 2. Поэтому 1 Ս С|п ֊1 СЛ х= I (о 0 2•о 0 сСоставляющие мат ринк՛ 2/?, = 3 14 —՝ 9

у —2*1 и о 24 J -12 0 0 12

3 1 2Հ4 2 3 |5 2 2 Г

3 1 1 ЛI 2 -3 к0-1 2 \2 — 1 2 г0 0 -1 $
Л1а = (О 0 -1 2).;И4 = (1 0 0 -1).; Л? = Г2)= -1; А3 = /."> = 2;

0\
4о 1

—շ՜7

2 4 ֊6 .3 6 —9 |4 8 —12 Г•> 4 R •



Приведение квадратной матрицы к квазндиагональнрму виду 13
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ՔԱԱԱԿՈԻՍԱՅԻՆ ՄԱՏՐԻՑԱՅԻ ԻԵՐՈԻՄՐ. Ք«1.Աք»ԻԱՆԿՅՈԻՆԱԳԾԱՅԻՆ՝ ՏԵՍՔԻ ԵՎ ՆՐԱ ՎԵՐԱԾՈՒՄ!! ՈԱՎԱԴՐԻՉՆԵՐԻԱ մ փ ո փ ս ւ մ
հոգվսւծու.մ »/։/' Հ Ц 1րսրկ[» U Հէաոէոկա սային մատր/ս/սՀււ, 

սհփական խ/խրր կարող ևն րամտնվել է) չփսխ՚>աակող խմրհրխ
Շսւրաղրւխւմ Հ ար/ մաարիբայի հևահ (ալ տեսքով սլտտկերման 

ք!ողր.

"/՛Ի

մհ-

կամ որ համ արմ եք է.

nfiuiluj'

.и, /<,

I՛
U = А-/И

II =֊ /<АЛ1
(<= - S)О, (5^s)Af/< = /<.H

(1)

Ռ4

60

kj-ն a խմբում րնղղրկվամ սեփական ՀԺրՀ/»Հ»/» րանակն Լ. [Հւ ֊ն I էրէւրւյի միա- 
խր մւսւոր[էցա Լ, /Հ3-նէ A - ’֊'// ե ,\i ,-ն համապատասխանաբար
KXfi, ք> ո աիպի մաւորխր/աներ հնէ
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/Հ-Ь. А-Ն ե ,V|֊p г, էրսր/լի հհւււհ )ЧЦ ւոհսյքի մ Ш սւ րի էրսն հր են'
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