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МАТЕМАТИКА

Г В. ГЕНДЖОЯН

О ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДА ЧАПЛЫГИНА К ЗАДАЧЕ ДИРИХЛЕ 
ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА КВАЗИЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЙ

1 . В настоящей работе дается .метод построения приближенных 
решений типа С. А. Чаплыгина для следующей задачи:

Р(я) - Дн \ f(x, И. <ЛЧ=(1 х££) 
\ дх, / 

«|г = о.
(1.1)

Здесь D — ограниченная область эвклидова пространства Ет с доста­
точно гладкой границей Г. Для таких задач, благодаря линейности 
главной части уравнения, изучение вопросов существования решении 
и их единственности существенно облегчается. Относящиеся сюда 
результаты [1. 2J более полны, получены сравнительно раньше, чем 
для более общих квазилинейных уравнений.

Решению задачи (1.1) приближенными методами, близкими к 
рассматриваемому нами, посвящены работы Кошелева А. И. [3, 4]. в 
которых исследуется применение .метода последовательных прибли­
жений, и работа Мысовскнх И. П. (о] В последней работе задача 
(1.1) решается методом Чаплыгина, но фунция / предполагается не֊ 

_ ди .. . ч дизависящей от производных - - Когда f зависит нелинейно от —— 
dxt д Հէ

само построение чаплыгинских приближений принципиально ослож­
няется. В настоящей работе рассматривается именно это-т случай: 
функция ք нелинейно зависит от и и ее производных. При этом до­
казывается сходимость чаплыгинских приближений к решению, тем 
самым устанавливается существование последнего.

Укажем обозначения, которыми будем пользоваться. Пусть 
А' = (х1։ xs,--‘. Хт) и ։ = (с։, և, -. հո)—точки в области D. Расстоя­
ние между ними обозначим через г: r=|x —£|. yf означает расстоя­
ние точки հ до границы Г области D. Открытый шар с центром в 
точке ; и радиусом р. обозначим через Аь Буквой k обозначим по­
стоянные при оценке тех или иных величин. Индекс у линейной 
дифференциальной операции над функцией, зависящей от двух՜ пе­
ременных, указывает по какому переменному идет дифференцирова-
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ние: например, Дли(х, с) - оператор Лапласа от //(х, Е) по перемен­
ному х. Часто для краткости записи будем употреблять обозначения:

ditt df
---- — 4V . ----------  = нх V . — = /«, 
dxi 1 dxt dXj '' ՛ ’ ' du

= fuXl. = akbk, f(x, u, ux.) = f(u).
xi k

Смысл обозначений Ժ{)Լ С(Й), Wp (D) — общепринятый [6, 7j. 
Ниже мы рассмотрим случай /и > 2. Определим класс Zm как .мно­
жество линейных дифференциальных операций Լ над функциями от 
С2 (D), имеющих вид Լս տ= — ձս-է- а։ (х) - Ե (х) и, где at (х)

(t—Լ 2,---, т) и ծ (х) — измеримые в D функции, удовлетворяющие 
оценкам: |Д/(д)1 </И, О(д) </И.

2°. Предварительно докажем следующие леммы.
Пусть ядро R{x, Е). определенное в £>УД). удовлетворяет тре­

бованиям:
a) R(x, ;)>0 при д. E£D,
б) /? (х, Е) = 0 при х£Г, Е£7Л
в) R (х, 5) является функцией Леви для уравнения Д« = 0. При 

этом разность g(x, ;) — R (х, Е)-------------------- 1 . где ՝/„. площадь
(///—2)ն„ г«-2

поверхности /«-мерной сферы единичного радиуса, удовлетворяет 
оценкам вида я(х. Е) = О(г2|в՜ (0< а < 1),

г) bxg (х, Е) > М շ | Rx. (х, Е) | -Ւ /ИТ? (х. Е). 
т

Здесь М — некоторая положительная постоянная.
Определим функцию w(x) формулой

w(x) = t/?(x, E)9(E)tZE, (2.1)

՛■՛

где предполагается, что <р (Е) принадлежит классу ’ (0 < а' < 1).
Лемма 1. Функция iv (х), определенная формулой (2.1), удоб՝ 

а етвор я ent ус лови я м:
1. w(x) > 0 «0), если <р(х) >0 (<0),
2. ^(д)|г=0.
3. w (х) <C}Jjjx). (}1<а, р<а'),
4. Для любой операции. /. из класса ՜ճ^ верны соотношения 

Lw (х) — <р(х)<0 (>0), если <р(х)>0 «0).
Доказательство. Справедливость утверждений I и 2 оче­

видна. Для проверки условия 3 перепишем формулу (2 1) в виде

® (X) = Ռ (X. 5) 9 (?) Л + - ------1— [ 9 (’\ di = (х) + W. (л).

о о
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По определению функция я (х. Е) дважды непрерывно дифферен­
цируема в области D, кроме точки х — Е. причем для ее производ­
ных имеют место оценки вида

dxi

Следовательно, функцию w։ (х)

(2.2)
OXi ОХ/ 

можно дважды дифференцировать
под знаком интеграла. Более того, обычными методами теории по­

тенциала устанавливается, что ——Հ1— принадлежит классу C[?;f 
dxt дх/

(н<«). Таким же путем легко убедиться, что гса(х) дважды диффе- 
zMO. a') г~.ренцируема под знаком интеграла и —-----֊ — принадлежит Qm |6|.

дх, дх.
При Этом имеет место соотношение

Дзд(д) j

ն
(2.3»

Таким образом, условие 3 выполнено.
Утверждение 4 вытекает из формулы

/,Д” - х- 1Г — ճս՛ -Г (Կ (•՝*) WX{ -|- Ь(х) - ? (х) =

;)4-^(л-)/?Л (д, Е) ^(А-}Л>(х,

р
с учетом того, что К(х, ■) удовлетворяет требованию г).

Л ем м а II. 
а, ? (0<*<1). 
ределенное в I)

При. подходящем выборе положительных чисел К, 
(0<ՀՅ<ՀԺ *: d —диаметр области D). ядро, on- 

формулой
Nr 

г ₽:

\т — ■т-2 гт-

0

— ) при х է Лх 

при х (■ Kt

удовлетворяет требованиям а), б), в), г).
Доказательство. Выполнение 

Финитная функция G (х. ;) бесконечно 
при фиксированном Е. Разность

требований а) и б) очевидно, 
дифференцируема по х в D

Я(х, с) = О(л; :) 1 1
(т — 2)vm

и ее производные удовлетворяют оценкам, предъявляемым к функции 
Деви, так что требование в) выполнено. Заметим, что выполнение 
требования г) надо проверни» лишь в шаре /(■_. В этом шаре g(x, Е) 
и G(x, ;) являются функциями только от г. Производя соответствую­
щие вычисления, будем иметь (индекс ; при р опускаем):
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Arg (А •) = Gr, г - -—1 G, = 
г

Лр / т — 3
Г(7^г)3к г«֊‘

! \թ. Ճ-----------™ւ.\+
Г'П--' /\ Լ0- ?֊)< (р- Г)3 /

Р(п։—3 — 2«) \ । йх(т — 2 — a) I е' F 
г'՞՜1՜0 J 1 ](m — 2) vm

և = ^xg ’) — Л1 V I Gx. (X. «) I MG (X, ■;) A.rg (x. ;) -

- Mm I G, (x, с) I ֊-MG(x. 5) = I ( — -----------} X
\ r'"~2 rm 3՜'* /

/ *3p2 2A/p .VMmp ..\ fa(m — 2 - a)
\(p-r)4 (P — r)a (p֊r)2 / rm

/Vp / m — 3 3 \
(p —Г)2 \ Г’”՜’ гт-1-Л /

^(m — 2 —a)
քՈէ - 1 -a

Элементарный анализ последней формулы показывает, что для 
м:>3 но фиксированным х и £(0<а<!), (Օհ^ՅհՀԺ՜1) можно оп­
ределить такое Л'’с(я. Р. /И), что для А՛ > А'о имеет место условие 
/։>0. Лемма доказана

3 . Накладываем на функцию f(x, и, ил ) ограничения: f гель- 

дерово—непрерывна ио х с показателем а' (0<Հյ'<Հ 1} в области х D, 
и*֊- grad3 «< ос. имеет непрерывные производные/», f,( . удовле- 

творяк>щие в той же области условиям:

0</и<М. (Д '(<Л1 (Z- I, т), (3.1)
х>

где /И — некоторая постоянная.
Заметим, что при таких ограничениях легко доказать единствен­

ность классического решения задачи (1.1), то есть решения из про­

странства С2(£)) Ո C(D). Действительно, если и и •? такие решения, 
то для Т| = « —v имеем
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— △‘П-Ь/н V. 4֊/«Ո = 0. 
xt ՚ ’

т) ր = 0.

В силу условия Հ,, > 0 по теореме Хопфа получим »4տ0.
Следуя С. А. Чаплыгину, функцию и(х), удовлетворяющую ус­

ловиям: Р(и и)) >0 «0), w(.v)ir=0, назовем верхней (нижней) 
функцией задачи (1.1) |часто их называют суперрешением (суб реше­
нием) задачи). Рассуждениями, аналогичными только что приведен­
ным при доказательстве единственности решения, легко убедиться, 
что для любой пэры и, v нижних и верхних функций выполняется 
неравенство а В частности, если задача имеет решение и*, то 
оно, являясь одновременно и нижней и верхней функцией, удовле­
творяет соотношениям н Հ н* Հհ՝. Покажем, что классы нижних и 
верхних функций непусты. Применяя формулу Тейлора, для выраже­
ния Р(п) получим

Р(и)= Д// f(x, и, их ) = — ձ// - քԱ tix -r/(.x. 0. 0).
AJ

Пусть /(a, 0, 0) |<Հծյ. Тогда легко видеть, что если неотри­

цательная функция ՚ծ0 (л) С2 (О) Ո C\D) удовлетворяет дифференциаль­
ному неравенству ԼՀււ ճս — A1S\\ ււՀ\ £յ>0, то она является 

верхней. Тогда функция z/0(a) — - ф.Дл) будет нижней функцией за­
дачи. Построим функцию v0(x). Ищем ее в виде го(х) = егл'« - 
где положительное число А;։ и функцию <«(х) выберем ниже.

Имеем

А։г0 > ( (ձյձ«է« -j- .Vf grad8«») — grad ш , ел 1 " —

. . Mm \- Лг/пч . j grad u> I----------- ) — ~
2 / 4

.ձ՚՚յձւօ 4՜ ( A’:

— ky > / A7։ ձ ա — \ел'1<м։■■1 — A’i.

Определим ®(x) как решение задачи Ди>=С։, «и |r - I, где С\ 
выберем гак. чтобы ц>(л) удовлетворяла условиям 0<ш(л)<1. 

Тогда, очевидно, по Ct и .И можно выбрать .V, так. чтобы выполня­
лось соотношение. 0. Остается построить функцию ш(а). Вве­
дем новую функцию 2(х): z(x) —w(x) - 1, тогда ձշ = z\ =0. 
Следовательно, г (л*) = — C։^G0(x, ;)ԺԼ где (70(x, — функция Грина 

о
задачи Дирихле ьтя оператора Лапласа. Выбирая

будем иметь 0 <и(х) . 1. Теперь легко видеть, что о0(а) —верх-
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ияя функция. Заметим, что функции г»0(х) и w0(x) удовлетворяют 
условию 3 (0< 1) леммы 1.

Перейдем к построению алгорифма для чаплыгинских прибли­
жений. Обозначим поправки ?/ո+յ- 2пЯ։ vn ։ vn = о-цл, Обычно 
ow„, орл ищутся как решения некоторых линейных задач, связанных 
специальным образом с линеаризацией задачи (1.1) (см. |8]). Здесь 
мы определим их непосредственно через ядро О(х, :) формулами

ой,, (д-) = G (.V, ;) Р (и■„ (;) ) Ժ;

" (« = О, 1. 2. • •). (3.2)
tae(x) = - ^G(x, 0 Р (р,, (Q) մՀ.

ռ

Параметр х, входящий в определение ядра G(x, ;), выберем из 
условия: х? х'. где а' — показатель гельдеровой непрерывности функ­
ции / (х, и, иХ') по х.

В качестве 'начальных приближений могут быть взяты любые 
нижние и верхние функции, например, построенные выше. Проверим, 
что действительно формулы (3.2) определяют монотонные, двусто­
ронние приближения Достаточно убедиться, что выполнены усло­
вия: а') из Р(«я)<0 следует Р(вйх1)<0. из РС»Я)£ 0 неравен­
ство P(vr. ։)>0, б') Gi.n |г= lvn |г «= 0. в') о«л > 0 > Вг»я.

Пусть ия(х) и ия (х) удовлетворяют условию 3 (р = х') леммы I. 
Благодаря ограничениям, наложенным на /(«). функции /л(г/,. (£)) и 
/՜'(ս»(;)) будут принадлежать классу С&’ ՛. Тогда из лемм I и II 
будет следовать, что функции омя(х). ^л(х) н. следовательно, ип > ։(х), 
•иЯ4.։(х) удовлетворяют условию 3 леммы I и > 0> (х),

1Г = г = О.
Для проверки условия а') напишем, например, Р(«л ։) в виде

Р(ип^\) « — - քԱ (ьап)х՝ + + Р{ип) -= ԼՀս.,,Հ- Р{и,п>.

Операция 1.2. очевидно, принадлежит классу Z.u, Так как о«п(х) 
определяется формулой (3.2). то из утверждения 4 леммы I следует, 
что P{u„,i) <0.

Точно также проверяется условие Таким образом,
установлено, чго формулами (3.2) определяются 
!«л|, V/il. удовлетворяющие неравенствам

последователь։ ’ОСТИ

P(%>,l+i) >0.

ис < Հ м5 < •••<//„ < Ղ)ո < vn I • • • Հէ՚յ

Докажем, что последовательности f,un(x), vn (х) сходятся к ре­
шению.

Рассуждения мы проведем только для последовательности пя (х) 
так как для рл(х) они совершенно аналогичны.
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Пусть A3 = max| w0(a) , |р0(х)||. Тогда выполнено условие 
Отсюда и из условий (3.1) следует неравенство

!/(//,)! < A3grad=n, 4- А.,. (3.3)

В свою очередь, отсюда вытекает справедливость дифференциаль­
ного неравенства для п,(л)

Ди, (л) fcjgiad8#» А, <0. (3.4)

Введем новею функцию «.(л) //,(л) = ’ 1л ••,(.<). Тогли 
1'1

Ч\ (ГМ

иметь

«• л՜*՛ ш, <՛»- ։։ = 1,

ф/л 1 г/ч>л </’//. I . д*л Հ լ <Ао„ (3.5)
ds. k3^n <■՛.՝■ А*3«;\Ьл 7 А’,ч>.։ ք).Հ

Неравенство (3.4) для <МЛ’) иринимие; вид

Дм«4 ф- АэА։4шя — Дшя -т- А’.«»Л 0. (3.6)

Покажем равномерную ограниченность норм grad.4c; gjad=n«(:)</5.

В силу условий (3.5) достаточно показать равномерную ограничен­
ность норм Цgrad’•>„ i: Из неравенства (3.6) для произвольных п и 
/?>л, вытекают неравенства

(ձ<՚Հ,. -*֊ ^.о>,) ®,մ; . I (ձ*ո. — A.,<»n I ո/րԺԼ

л A

(Лшг A’.wp)u-U: J (ձտՐ — k y>p) արմէ.
У •«й

Интегрируя по частям с учетом условий *•-1։ - v-r , =0. получим

тсюлл следует неравенство

(grad8 ><»р — grad’ *•) 
* Հ>

из которого, очевидно, вытекает соотношение ՛ grad -«„lit. ^‘н
Докажем, что последовательность норм /։(Ыг|) л, = [1~Дг/я-1-

Ь/(«,)|1/.1 сходится к нулю, откуда в силу условий gradnUi, А։7,
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(3.3) и неравенства Бернштейна-Ладыженской будет следовать равно 
.мерная ограниченность норм ||«/։| ... Для этой пели рассмотрим более

W".
подробно связь между Р{ип ։) и Р(ип). Подставляя а равенство

р ( ия < 1) = Р М ֊ - А'Ш* I- քԱ $ԱՈ) х ֊Г fMn
Xl ‘

выражение из (3.2), согласно пункту 2 будем иметь

/>(//„ ,(д-)) С|А.^(х. ;) /и G (х. -)\P(u„(-) flp.

&

Из оценок пункта 2 для функций £(л. 5) и G(x, :) следует, что 
подинтегральное выражение представляет собою непрерывную в D, 
кроме точки S = х. функцию с особенностью в этой точке тина

- . - Поэтому Р(и„ ։) можно записать в виде

Р(«..,(х))- r_ylb-JLp(u„(;))di. (3.71 
J !л՜ ՀI 
р

где "'(д՜, :) непрерывная неотрицательная функция в D I). Моно- 
п -1

тонная последовательность «л(л) = «,(х)ф^^(х) при пх. схо- 
о

лится всюду в D. Эго означает, что для любого х հ D сходится ряд

(Их. ■ I V Р(и{ ($)) d- I |о теореме Леви последовательность функций 
о *
G(x. :) Р(!1Я (հ)) при фиксированном Х\-0 почти всюду ПО : сходится 
В D к пулю.

Покажем, что отсюда вытекает сходимость к нулю почти всюду 
по : в D для самой последовательности Р(//„(;)).

Пусть 1У -строго внутренняя подобласть в D и хУ-D'. В шаре 
р

• -v । < ч функция в(х. Л»>0. следовательно, P(ua(j)) схо­

дится к нулю почти всюду по £ в этом шаре. D՛ можно покрыть ко­
нечной системой таких шаров, поэтому /■>(«л(:)) в D' почти всюду 
сходится к нулю. Но так как I) можно представить как счетную 
сумму областей типа О', то отсюда я следует, что Р՝{ип (5)) сходится 
к нулю почти всюду в D.

Ио теореме Лебега она‘сходится к нулю и по мере.
Теперь с помощью формулы (3,7). используя только что уста­

новленную сходимость по мере, легко доказать сходимость к нулю 
последовательности Р(ип (л*)) !/.»• В самом деле, по заданным £ и 5 
выберем V==.-V(s, Հ) так, чтобы для п> N(z, S) выполнялось соот­
ношение

mcsD( | Р(и„ (հ)) I е)<
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Обозначим множества D (| Р (ип (;)) | > О (я Л’(с. 3)) через Пе­
репишем соотношение (3.7' в виде

| Р (и„, (х)) I = [֊73У֊ 1 /J ("•(0) (<«֊!-

f ֊“^тРЧи.(ПИЛ-«-> + »,.
• I I *О'֊„

Оценим нормы |! u։j.z.: и iC'.j ||'..

՛- ,юГ°

И Z 3л а

Л‘ l^(w4S))’r ... . 
“—рг֊~

ք>Հ11

Интегрируя сначала ни л (теорема Фубини). >атем но :. получим

14 (а.) Г|Р («„(,)) I'

ИХ- «’J([ 

Z>

To есть имею։ место оценки

ւ)Այ հ||Ա’3Լ+ «ն р(®л)А'.ч /Л^«) ձւ4֊£Հ. - i t կ'«■■՛)уՀ

Выбирая N(s, 3) настолько большим, чтобы max (-,. ՜է)<1. нетрудно 
убедиться, что из формулы РцН г,'1 Р(пл)И/., будет сле­
довать ограниченность последовательности Р(ип)!•/.,. А отсюда, нвиду 
того, что з, и г можно взять произвольно малыми за сче*. выбора 
*V(s, 3), следует, что ||P(w<»)lJ/.t—>0.

По теоремам вложения Соболева можно из |z/n (л՜)) выбрать под­
последовательность, сходящуюся к некоторой функции //ь(а՜! по 

о
норме пространства гсф ’Гак как (/g(aJ)—монотонная последователь­
ность, то • на сама сходится к нх (.v) по норме этого пространства [8].

Установим, что предельная функция и*(х) является решением 
Шдачи (1.1). Из соотношения |Р(И/г)|!д,-*0 непосредственно получаем

lim j (?ո (л, 5) {֊ ձոԱ?) f(url (;))j iP - 

л

= Hni /ц(.г)-{-J 6’Jx, Կք(1Կ(հ) J-0. 

b
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Функции ия(х) сходятся всюду к пл(х). а для интеграла имеем

Ս<ա =)/(?. 'Կ(Գ ~^~)d= 
/>
֊ ք ԳԱ. У/(5. "»(0. <

1>

^'օ(*. *) |/«. «л (Ո -««(:)

+1 քս
չղ^ձ^)___ ди* (t)

OX, OX,
(iz A’10J//„֊//Mr։֊>0.

'Го есть доказана формула

Ия(х)=:-^О0(л, =)/(;. «.(;),

‘՚
Из нее следует, что л:?: (х) • С<| Т,(О) для произвольного а из интер­
вала (0. 1). а зятем на основании этого заключаем, что /(/z!S(i)) при­
надлежит С (D). Следовательно. zz*(xi дважды дифференцируема, 
то есть она является классическим решением задачи (1.1). Из непре­
рывности и*(х) и монотонности последовательности ип(х) следует, 
что г/л(х) сходится к и*(х) равномерно.

В силу единственности решения предел верхних функций ф* (х) 
должен совпадать с и. (х). Таким образом, доказана

Теорема. Пусть функция f(x, и. иХ(.) удовлетворяет усло­

вно еельдеровой непрерывности по х с показателем х' (0<а’<1) 
п области х 1Հ и* -gracl2«<^oc л՛ имеет, непрерывные производ­
ные քս. fu в тюй области, удовлетворяющие условиям (3.1).

Тогда задача (1.1) в т- черной ограниченной области !՛) < доста­
точно гладкой границей Г имеет единственное решение из класса 
С ՝(£)). к которому сходятся ио норме пространства w\[D) чап- 
лыгинскис приближения, построенные по формулам (3.2). причем 
сходи моет ь с а ми х и ри б л ижен и й—ра вн о мерна.

Заметим, что случай т — 2 не вводит новых моментов в дока­
зательство георемы. Рассуждения также не осложняются принци­
пиально, если в уравнении заменить оператор ձ более общим линей­
ным эллиптическим оператором с коэффициентами, подчиненными 
определенным условиям гладкости. Случай т. = 1 решен и заметке (8|.

Автор искренне благодарит ироф. Е. М. .Ъндисз и С. 11. Круж­
кова за оказанную ими помощь при выполнении этой работы.

Горькомским ։ осу дарственный уннверснтс; 
над. Н. И Лобачевского Поступи.։л 19 VI ’.964
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'!•. «I. гЬЧ.ШИЧ.

4.’ՎԱԱԻԴԾԱՅԻՆ ԼՎԻՊՏԻԿ ՀԱՎԱՍԱՐ» Ի ՄՆԻՐԻ ՄԻ Դ11.11Ի ՀԱՄԱՐ 'H'PI’hlbl՛ 
ԽՆԴՐԻ ՆԿԱՏՄԱՄՈ 2ԱՊԼԻԴԻՆԻ ՄԵԹՈԴԻ ԿԻՐԱՌՄԱՆ ՄԱ11ԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Հողվածում քննարկվում Լ Q աորիղիՆի մոտավոր մեթողի կիրաէԱէէմր հե • 
տևրս{ քսնղրի նկա տմտմր ։

— ձԱ 4 ք (л-, U. U Հ ) = 0

и |ր-0:

Ալաոեղ հավասարւ։։ ։1 ր արված է էքէ- չ՚ո վէ ա՛հ ի էվկ [ /"] I '"ն տտրածո։ թլան 
ոքմւէ ււահմանավւակ D տիրույթա մ "րի բավականաչափ ողորկ I •եղրաղծի 
վրա տեղի ունի նշված եզրային որո/մ ան ր ! Bm.Jt] Լ տրվո։ մ. որ ք*փունկ~ 
զիան որոշ սա՚։մ անուէիակումհերի ենթարկեր։։ ղեպրոէ մ կարե/ի Լ չս։պ քի­
շին րսն երկկողմանի մ ոոէ՚ովո րու։(1ւե ր կասո։ ղե/, որոնք ղուղամիտամ են 
իւնչրի միակ րոծմանր։ 'Լերշինիս ղորս թ ր։։նր ղրանով ու պա t/п ։ ղվո ։.•!՝ Էէ 
1'երված Լ՛ աւդպիոի մոտավորա.[ԺյոՀհներ ստանարո մի արրւրիթմ։
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