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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

А. Л БАБ.'ЮЯН. О О !1111>.\МЯ11

НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ДИНАМИЧЕСКОГО КРУЧЕНИЯ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ВАЛА КОНЕЧНОЙ ДЛИНЫ

Задача о крутильных колебаниях полуплоскости была впервые 
решена Сягоцн |lj. Позднее эту задачу более рациональным методом 

[решил Я. С. Уфлянд |2|. К вопросу о крутильных колебаниях по- 

вуплоскости и бесконечного слоя относя гея работы Арнольда. Бик- 
Г'Ф л. Варбуртона |3]. Бикрофта [4] и других.

Крутильные колебания круглого цилиндра, один торец которого 
֊«креплен. а на другом торне действует периодическая касательная 
ома при свободной боковой поверхности, рассматривались в работе 
Сенгупта !5| и Митра |6|. В работе Митра рассмотрены также кру- 

лы1ь:е колебания вала при закрепленных торцах, когда периоди- 
ская крутящая нагрузка задана на боковой поверхности.

Настоящая работа посвящена вопросу о вынужденных колсба- 
nix сплошного и полого цилиндров конечной длины.

§ 1 Задача динамического кручения вала сводится к иитегри- 
•занию уравнения

₽ —плотность. <7—модуль сдвига. 
Напряжения и перемещение через пункцию перемещений 

Г) выражаются формулами

t
v = Հք — Gr — < -zz = (Jr ^֊- (1.2}

dr dz

ользуясь преобразованием Лапласа [7|

;+Ь4» (г, г, /) = -1; I 9 (г. Z, р) е1'1 dp, 
2-t J

_____լ
<1-3>

9 (г, р) — 1'?(Դ е~,: d!

я начальными условиями
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ф(г, z, 0) — — t’(r. z, 0)-=/t(r, z),
,, / (И
Ji =Л(г.2),
Ot f.o r dt Z։ C

из уравнения (1.1) для определения функции х֊ получим следую։ 
дифференциальное уразление:

3 ժփ . ժ8® , r. . ..
ն Հ +֊ т֊֊1֊-дф֊<~?= P(r, z, p), (b
dr2 r dr az‘

где F(r, z, p) = ^pf. (r, z} - ^f։(r, z), И

c2 =->>*'.

Фундаментальными решениями уравнения (’..-5) без правой чс-с 
являются функции

~(Ash/^Z?chbz) У1^Г)
г Ղ(|>ր)

? (г, z, р) = (1,
- ,АаГ} (CslnX^H-ncoSAz),
Г /<х (аг)

где

а = y'cT^i- ի = У^Тг2՜ • (է

Заметим, что функции

shez. ch cz, J- (Ez t- F) 
г K} (er)

также являются решениями однородной части уравнения (1.5). Фуй 
пию <р(г, z. р) для сплошного вала ищем в следующем виде:

« (г, z, р) = A sh cz - В ch cz ф D ~և1ԼրՆ ф 
г

00 Л КО
ф V (АЛ sh bkz Ф Б, ch b,z) —k֊֊ ՚ 

й ր

օ> . . .
г У 1 a'!L (Ct sin >.kz J-РЛсо§Х..г) ф Փ (r, z, p), (1

a i r
где

фX֊ , Ьь^Ус*-^֊ . (1.1($

а функция Փ(ր, z. p) частное решение неоднородного vpaeiiei 
(1.5).

§ 2. Рассмотрим задачу о кручении цилиндра конечной д.н 
со следующими граничными условиями (фиг. 1):
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■Г ՜ ---- ----------֊ “ ------- ■■ ....... "■ . — - ~ДК— - ■■ 1~~»

^(Я, z, ք) = 0Ջ-Հ(շ, է).
’.-(г, 0. /) = б>Ха(г. /), (2.1)

t’(r. Հ 0 = rX3(r, է).

Для функции ?(г. z, ր\, ввиду 
лобйя получаются в виде

֊ (R. г, р) - i X. (z, /) է’՜₽' dt = 
dr

о

= \(z. р).

о, р) = I хг (Г, t)e : ‘ dt

6

^՝Z։(r. р). (2.2)

(1.2). (1.3) и (2.1). граничные

Ղ

и

е

Фиг. 1.

•?(г /, р> = յ՚ՀՕ'. Не՜ " dt Zj(r, р). 

о

'нкцию ?(г, г, р) ищем в виде (1.9). Принимая О = Շ* = 0 и удов* 
етворяя граничным условиям (2.2). для определения неизвестных 

коэффициентов A., В... D,-, Л, В получим следующую систему урав
нений:

I
Dbdk I t m 1 Г / / \ дф ,
֊—֊4(0./^ —= Л(-./’)֊֊г՜ c0SA*zrf2,

R 2 .’ or
о
R

АкЬк А (и.7?) = f I Հ (Г, Р) - - IГ’Л (н ,/•) dr, 
2 J I oz z,01

Չ
I Ае'л = i ^ր՝/?) ՜ т1 гЧг՝

4 .’ дг г-о 
(2.3)

/г

(.\.ShbJ + Вкch hl:l) յ;(?ւՀ/?)= |7՜3(ր. р)-ф(г, l)\ r-J^L-r) dr, 

6'

/г.
(Ash с/4-ZTchc/) = I |՝X3(r, p) — Ф (r, Z)| r'dr,

4 J

где
(2А-1)к

>֊,՛.• =----- —----- ՛

а и - положительные корни функции J.(xR).
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Рассмотрим случай, когда вал свободен от нагрузки, а на тори 
z = / перемещение задано по закону

. з/1
2

При этом имеем
«V

Z, (г. />) = О, X, (г. р) -■= О, X. (г. />) = — С = —• (2 -
2 J р՝՝

о

Полагая, что в начальный момент вал находился и состоят 
покоя, то есть

г) sft(r. :) 0 иля А (г, д, р) Ф(г.:,р) 0, (2.,

из (2.3), (2.4), (2.5) для коэффициентов получим

Я = Л* » lit т= £)* = 0, В = -------------- (2.6
/Р ch ci

Подставляя найденные значения коэффициентов в (1.9). .т.н 
функции с. получим

. , г ch .рг J<p(r, z. р) = — (2|
р* ch ■•pl

а в силу (1.3) для функции ь (г, г, /) получается следующее выра 
женис

— I -^֊ ^{10 (7>0).
2«J p'ch.pl ‘ •'

(2.8)

Легко доказать, что функция -'-(г. т. г) удовлетворяет всем гранич
ным и начальным условиям рассматриваемой задачи.

Вычисляя интеграл (2.8) с помощью вычетов, функцию ձ(ր. г. О 
можно представит!, в виде бесконечного ряда

•Нс г, /) = ֊;?(P->’(f-z’)| + ֊V
sin/*(/ —г) cos — է

• (2.9)• 3

В качестве другого примера рассмотрим случай, когда 
z — I угловая скорость задана по законуг-и.
Тогда для /а(р) будем иметь

на горц<

Ip) - v | է e~p,d։ ---- :
Р։(<тР)

(2-10)
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Поступая таким же образом, как и в предыдущем примере, для 
дни ձ(ր, г. է) получим

к, ճ Հ. Л
,ео . /•* cos — г — vs sin—է

I 2 VSVa у COS AfeZ__________V Հ V
/ fi A?Sink*/ A2 4- Հ

§ 3. Рассмотрим теперь задачу динамического кручения полого 
вп-за (фиг. 2) конечной длины /, когда на цилиндрической поверх

ности г = $ заданы перемещения, а на остальных частях поверхности 
Ллвг-.тны напряжения, то есть граничные условия заданы в следую
щем виде:

-,(R, z, է) = GR\ (?, /).

v{s, z, /) = .</., (z, /),

т։(г, 0, /) = г6՝Х3(г, Г),

՜յ (г, !, է} = rG7.t (г, է).

Эти условия через функцию ? примут следующий вид:
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֊֊ ('•. Հ Р) = 
ог

Л (г, t)e ՞Կէ^Հր. р).

Функцию ® ищем в виде суммы рядив Фурье и Фурье-Дини [8] 

о(г. г. р) = /shw+Hch« + C-Al£fL +D—’—+

00 Ա7. (յւ հ) ]+ 2(Л»$Ь*։г + й*сЬМ + ■

r I
✓ й

+ Ա;Հյ(^ ™տՀս + Փ(ր, г./)). fl
Л-1 r r I

Здесь I

<։* = / c» + 4, ծէ=/?+7ք, /•* = ֊. (3.1

Փ(ր, z, p) - ֊ частное решение неоднородного уравнения (1.5), а фуа 
ции имеют вид

1V7 / Jn Yn Jn Г1 ~ Yn 71 I 

п {^ր) А ад (М ՜ Հ ад У> ад

где jtft— положительные корня уравнения

Л ^1^*12 I s w- _ оdr г Ua, ՜ 

или

Հ (^) Уу (М) - iz2 (М?) А <М> = °-

'1сгко показать, что системы функций j IV,r։ (р-հ)) и |IVZ.(:7 
ортогональны в промежутке (s. /?| с весом г.

Удовлетворяя граничным условиям (3.2), для определения нея 
вестиых получим

l,(eR) - K։(cR)^
>\ 1\

+ si -,Г («‘Պ1 cos - X, (г, />) - ф; (R, г).:
Л-Р I

r D
Я sh cz 4- ch cz 4------ 1Լ (cs) 4------- !ՀՃ (cs) 4- 

I («<Л) -■ -1 Кх {аծճ) cos X-г = ՜/2 (г, р) — Ф ($, г), (3. 
տ
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* 1^1 Кг) -
-А— =Ха(г,р)-ф..(г. 0), 

k-i г 

с.4 с 11 с/ ֊Ь сВ տհ с/ ֊}-

(3.8)

“ ԱՀ(ս/) _
4֊ շ |ԽՆ ch bk 14֊ blfBk sh M] -—- - = (r, p) — Փ_. (r. /).

Неизвестные коэффициенты, входящие в выражение (3.3). в об֊ 
|цсч случае можно определить из соотношений (3.7). 1,ля простоты 
предположим, что вал свободен от внешней нагрузки, а на цилиндри
ческой поверхности r — s задано перемещение по закону

,ձ_ ճ = ձ£Լ 
Տ 2

го есть граничные условия имеют вид

7; = Х4 = Х, = 0. 7.,(р) = ~
2 J //

Если предположить, что в начальный момент/ —0 вал находится 
в покое, то есть

{г, z, բ) = (Հ <b{r,z.p}_Q. (3.10)

то из системы (3.7) получим

= В = Ak = Bk = Ct; — Dk = 0,

ր/Հճ/?)-ք>/<2(ճ/?) = 0,
(ЗЛ)

ՇՀ(^)+ £)/<,(«) = Ц .
Рл

(3.9)

откуда, определяя С и В и подставляя их значения в (3.3), получим 

S3 г
? ՜ p 'r /^cs)/C(cR)^ K^cs)f2(cR)

ювательно, 
т+т-

»==— f J А <^т) а; (г/?) ч- /<, (сг) 4 (cR) շ!,է(Խ 3
I 2^rZJ рл /։(cs)7<2(cA,)-| /(,(«) Л (с А)

Вычислим этот интеграл с помощью вычетов. Из соотношения

/..,(x) = rn.4(ZA-), Z<,,(a-)_—— |Л(/х)Ч-/Гя(/д֊)] (3.14)

получим, что

/Дат) A, (cR) + /<2 (fS) /. (cR) = .A (icR) rx (ics) - Jt (ics) (icR). (3.15)
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Учитывая (3.6) и формулу

Гл (—ж) = (- 1)" [ Гя (х) + irjn (х)), 

для корней выражения (3.15) получим

/р.
(Л—1.2--).

Поэтому интеграл (3.13) окончательно можно представить в с 
тем виде

։ I (/?2֊֊/-)= (₽--sV ।
■ ՜՜Հ՜ Тб| ' ՜------------ — г

ձ“_______________________ l-MM?) >W>-
^ւ(^տ)-րւ(^)Հ(^)1 :

Հ(’ժ/) Г.(^Я)|СО8— է 
'է

Как видно из выражения (3.18). частота колебания зависит т 
от ՜հ Что же касается ускорения вращательного движения г, т 
влияет лишь на амплитуду колебания.

RДля численного примера рассмотрим случай, когда =5
8

Вычисляя по формулам (3.18) и (1.2) и ограничиваясь

членами ряда, для относительного перемещения V — v

пряжения в точках радиуса вала р=- = 1, 2, 3, 4, 5 
$

гГ=

2

(=R)

чим следующие выражения:

I' = — 4=vV А?-г У eicosa, Т . 
ft-l I

тг= - 4s>s$2ol Д*+ У, tip cos аА'Г ■ 

*- /е-^1

где Т и а« - безразмерные величины в имеют вид

7’=--. ал = {х*$. 
Sv

Значения коэффициентов А:., .4՛, ск?. Հ, приведены в табл. 1
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Таблица I

լ՛
1 1 2 з 5

I 0 0 0 0 0 1 0
2 ֊ 6Տ.1Օ4 -0.093 -0.022 0.О04 4.0.001 2 58.219

1 •’ —102.60S -0.072 - 0.011 ---0.005 - 0.002 3 102,667
—142.750 -| 0.0)2 !-0;008 -0.000 4-С.002 4 142.734
—180.053 ֊ -0.06-1 -0.014 • 0.005 -и. 002 5 180.000

Таблица 2

Գ 1 Հ
Е\ 2 3 4 5 Ջ

1 —38.826 0.078 0.030 -0.016 —0 О|О 1 39.000
■2 է- 9.552 -0.(107 + 0.015 0.012 4-0.006 շ 9.516

гз ֊ 3.827 4-0.046 + 0.011 - 0.007 —0.004 3 3.778
4 - 1.470 +0.040 -0.015 +0.003 4 о.оо2 4 1.44!

1 ՜,ճ 0 0 0 0 0 5 0

Значения касательных напряжении ~г и относительных переме
шена: I՜ и различные моменты времени для некоторых гочек радиуса 
։:ри֊чмены в табл. 3 и 4.

Таблица 4 
4--Ак’0

Таблица i 
- V 2: <л։

/1л я

J » շ | з 5 1 ‘ 2 1 3 1 •> 1 5

10 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
11 0 0

0 58.29.102.74 142.73 179.93 2 39 06 9.52 3.75 1.39 0

z 0 116.25 205.22 285.50 . ?60. Ս9 к 77.77 19.07 7.65 2.94 0

2 0 58.28 102.70 142.73 179.97
з-
2

39.06 9.50 3.75 1.43 0

2? (1 0.11 0.04 0 03 -0,02 2֊ 0.18 —0.01 -0.06 0.01 »

2
с 58.22(102.65 142.73,180.02

5՜
2

39.00 9.311 3.77 1.46 0

З.А 116.38:205.30285.48 360.03 ձր. 1 77.90 19.04 7.59 2.89 0
* ‘ft 

2 ■0 58.15'102.6Լ142.75 180.04
7֊
2

38.94 9.52 3.82 1.47 0

4= 0 0 18* 0 14 -0.03 -0.12
1

4г. 0.22 -0.02 -0.09 -0.08 0

эпюры (фиг. 3).наглядности п острое н ы

11 НШИПИЛ АН. серия փււ i.-m.it наук. № 1
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Фиг 3.

Как видно из этих результатов, при равноускоренном вращёнш 
радиусы вала всегда отстают от первоначального положения и колеб 
лютея относительно некоторого среднего положения с частотой Hi/2"v 
Кроме этого, точки, лежащие на линии в радиальном направлении, 
колеблются также и с другими частотами, но гораздо меньшими ам
плитудами. чем амплитуды основной частоты, так что на общую кар
тину колебания влияние последних незначительно.

Аналогичное колебание имеет место и для касательного напря
жения 'г.
Институт математики и механики

ЛИ Армянской ССР Поступила 25 VI 1964,

Ա Ճ. PII.I’Ul:ilia.. о. Հ. Փէ՚|411՚Մ311.Ն

•ԼԻՐ.91ԻԼ11Ր 1։|Ч|Ш‘П1'ГЗВ.1Г|։ ԴԼԱՆԱՋԵՎ ԼԻՍԵՌԻ ԴԻՆԱՄԻԿ 
III 11ՐՍ II.и II I» ՔԱՆԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

■^ուքվաձու մ ւքիաարկվամ են վ ե ր ջա վ ոft ե(՛կա ր Ո է fd / ա ւ/ր if/ւսն սւ ձև քիոեւէի 
»/Л րա րե ր լա ք էլ ին ա մ իկ ո/it ր tl ան մի քանի իէնէքի րնհ ր՝ իյաււր հէլրալին սլսէր 
մաննե րով: Լաոքքա/ւի ձև ավա fit ու fd քան օդեաթրոմր խնէք ի րներր բհրվում են 
С (ք, 3, Р) ֆւոնկւյիւո քի if ան և քան, ի ոկ վհ ր^ինո ո րոնվւոմ է !հուրւևի և !և ո / րլե- 
.Դինիի Հ՚՚՚ւԿ՚-^ւ՚Ւ 4>։է-մւսրի Աէհււրովտ Շարքերի if ործ ակի ւյ'հ Л ր ր որոշվում հն 
ևղրաքին սք ո։րք անն ե րի ւյ վհ րջավո ր ւոեորովէ Գիսւարկված են մի քանի օրի
նակներ;
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