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АЭРОГИДРОМЕХАНЙ

Л. Е ДАНИЕЛЯН

ДВИЖЕНИЕ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ В ОТКРЫТОМ РУСЛЕ 
С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ПОРИСТЫМ дном

§ 1. Рассматривается установившееся п.югкое ламинарное յ 
желне несжимаемой вязкой жидкости по открытому руслу с до] 
тым дном, которое описывается заданной кривой (г h (.<)). Движ« 
происходит под влиянием силы тяжести (фиг. 1).

Задача приводится к интегрированию уравнений Навье—Cli 
при соответствующих граничных условиях. Уравнения движения в 
сте с уравнением неразрывности, для данной задачи, будут им 
следующий вид.

ди , ди и------ г W--- «
дх dz

1 др , /дче , д՝и = £slna— - — | Հ - ж _
о дх \дх oz՝ >

dw , ди՝ и----- |- да------
дх dz

1 др , /dzw дгдаgcosa — -Ч-- t- —
? д: \ дх՝ dz-

ди dw
дх dz

где и и да компонентны скорости по осям ох и oz, р даал< 
р —плотность жидкости, V—кинематический коэффициент сяз^ 
Հ — ускорение силы тяжести, а угол наклона дна к горизонту.

Из условия прилипания имеем

и — 0 при z հ

W - ֊-kp При Z =- fl.

где k — коэффициент пористости дна.
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Допустим, уравнение свободной поверхности выражается функ- 
-'..■и г ֊т](х) Тогда на свободной поверхности для вектора скорости 
вектора напряжения получим следующие граничные условия (1|:

d-ղ
Ա՛ и— при Z = TJ. 

dx

Примем также, что в начальном сечении глубина является по 
пШоЛ величиной

г, т։н при .V 0. (1-4)

ределнм законы изменения скорости и давления, а также вид сво­
бодной поверхности.

§ 2. Для решения задачи необходимо проинтегрироватьснстемх 
хгшилинейных уравнений (1.1) с частными производными при нынп- 
указанных граничных условиях.

Задача решается методам малого параметра. В качестве малого 
параметра •= принято отношение характерной глубины к характерной

/ // \ ,, f
рлнне/с— Чтобы ввести малый параметр с в систему уравнении

и в граничные условия, приведем их к безразмерному виду [2]. При 
Этом система уравнений и граничные условия примут следующий вил:

/ ди. . ди . др \ . &и . д'и- ( и---- Ւ -w------  1 = sin а 4- * — -4- ,\ дх дг дх) dz* дх2
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Պ = TJ։1 при Л = 0, 
где все величины безразмерные.

Неизвестные функции ищем в виде степенного ряда (по ст 
ням Վ то есть

// = иа 4֊ ок, 4֊ «2а։ 4- • - •

w = к»0 д. 5W| 4- згк'2 4- • • • (й

Р = Л 4֊ •+’ ==Рз I------

'Ч — т<0 4* 3П1 4 О=ТГ5 -Г ■ • •
Подставляя значения и, а>, р и т( из (2.3) в систему уравнении (2. 
и в граничные условия (2.2) и приравнивая коэффициенты при пул՛ 
вой степени в, получим следующую систему уравнений:

I. slni-H —^֊ =0, 
dz-

2. — cosa — =<), (&
дг

3.

1.

<>я0 ^о__О.

дх dz
wo = O при 2 = h.

2. к'0 = — при z — h.

3.
ах

при 2 — ^. (2k

4. ^=0
diiG Л

при Z-=T(0.

5. ֊֊я ~o 
dz

При Z = Y<0.

6. 4» при x = 0.

Дважды интегрируя первое уравнение системы (2.4) и учитывая 1
5 граничные условия 
жение:

системы (2.5), для //0 получим следующее выр

Из уравнения неразрывности, при граничном условии (2), .ыяг 
получим

տ1օ«Հ/րյ0 , ..ж . Sina/Tfrfo dh\ ,ՀԳ՜ «- у -)- -I-------- ( . . )<т.о ЛХ^ю-г
2v dx ՝> \dx dxf

(2.:
5 Z

Давление определяется из второго уравнения системы (2.4) 
учетом граничного условия (4) системы (2.5).

/'a = Uo —Z)cosa. (2;i
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Из третьего уравнения системы (2.5) при условии (6) получим вид 
свободной поверхности

т?о = Л+1 (7Խ — АУ~— 2^ctga • х . (2.9)

Для пределения искомых функций в первом приближении прирав­
ниваем коэффициенты при первой степени з. Применяя метод, предло­
женный в работе [1], получаем следующую систему уравнений:

ժ//0 . ди0
“о+“'«7՜ дх dz дх дг-

дру 7 Q 
дг дг* 

(2.10)

<հԿ <^ւ_0
дх ‘ oz

Wj=0 при г = Л,

<С'Д = — kpx при z = h.
ԺՏԼև 

+ ’I. / 
дг

’•Г+Н*’ приг-7й.
'ах ах

л+^» +2,^=0 
дг дх

-.,=0

при

при Z= 7l0.

при л- = 0.

(2.11)

Решая эту систему с соответствующими граничными условиями. 
йфЛучи.4 следующие значения для неизвестных функций:

4-Р \ах ах/ 2-> dx

Ч"д(г
V dx V 6? Кд'д- dx/

-V։4-֊ 4’& ֊24^ :1ՀՃ’-}-2%4’-| Л‘

Sin2 а
Л)1- Sill'-X

12v’

(2.12)
(Րհ\

..dx1 dxV ՛

• 4v3 \d.v dx/ dx

cos a d2 ftQ , cosa cos a d՝t։l) dh .
6> dxz 2v dx2 կ dx dx
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cose *x(s_w
dx- ’

cos a
2v

,։ COSarfij^A ո՛ յ . v-'i•> dx dx

sin a dt, 
2-v dx

sin a dh fi.z
՝> dx 6»’

sin-a /dt,
ho ֊fl)/<)'-= ֊

՜ x w3 6%֊: - 6тбгЛ— 6հ0^//= t 2гЛ՝) 4- 
4

-dJl̂ 2rfa — bifrh i 6imzh- -2z4’)
dx-

COS a о % dh ..-----—у — h* ֊.
dx dx

cos j d dh .
------Հր 7 r»/l v dx dx

sin 7 dh

Sin* a /d^Q ձ/ԼՀՀ ( օր՚յ//5
6? \dx dx) \ l 4

dx

sin* а
6>’

'7/d _ M-— ֊ ot<6A3
4

С>т,'֊Л:

-t- k sin a —f‘° (rl0 — h) - 2k si n % Л (tj0 h) k<։i cos a; 
dx dx

(2.1!

px - Sin a у ° (r10 ֊ z) — 2 sin 2 f 
dx \ dx

ն

r։։ cos a;

e-)1^ dx). (2JS

где P и Q—многочлены, зависящие от x.
Уравнения для следующих приближений решаются анологич 

образом. Пере,ходя к размерным величинам, для искомых вели 
получим

«(X. c)= ?2^L1|(t10-//).-(710-z)'-'| t-

A>’X( 
4>3 \ dx dx)

v dx 

, .Հ-՜siir'a /dr^ dk\

£ cos a d r.,,
2v dx

» ■.,(.֊ Л) +

6v3

A3)-

+ 2#-Зч’А’ + 2>1։Л։--֊А' ).
В, (х,г) _ մճ’ к т„ _ /,)= _ (г Л); |... J

2՝* dx v \մ^ dx/

X О. - Л) (1, - г) ֊ (Т.։ - *)• (z - Л)> -
4v \dx dx/ 12r
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/^Հօ 4М\, /va, /ч.А)֊֊֊, - —)Uo А)э(г Л)’ +
\rfx- dx- /

_ Հտւոչ, ,<հա _ dh \dh _д)։ {__ _ .?cos « zJ ,
4v։ \dx dx/ dx (>v dx-

II ££<*! ժձ1^/ր- д.К_С05Э d:*dh ms.
2v '№ 4 dx dx* Ъ dx- •

u- £cosg /\2 //)3 £CO$a drl0_ dh.__
2* / Հ ax'dx^

g sin at ditl
2v rf.V(‘ Կ . dx"' 6>’ U c/J(։" ,)X

x I Jx (՜ Г + ր'°շ3 ՜ GlJ^’ r 6r‘^/։ ՜ ՜? “г//3)+ Լ(7հ ~

— бт^Л ()У]ч2/г -З?/;3) .Հ co*« ^ЧЛз tfcosa 
3> dx- ‘

մրլ0 dh ,Հ՚ c<>^j.dl։ll dh c՝<ina dh 
dx dx у dx dx ■» dx

g=sin;a /tf/10 _‘M\f ^_л 7w>‘ 5т;/? \ Ar2sin27 .
6v \։/a- dx'\ 20 I 2 ) ։>V

—2Л1) • pg^slna J-10 ( Հօ- //)— 2p£fcsina ‘l/' { h)—ք<Հk fa cos a. 
dx dx

p (X, Z) =xp</ dtCOS»(t<q r) F- Sina <0 (t.„ — z)

• /^r.o lJ'h\ . v .-֊2sjn a ( (7}0—Л) -t-T4։COS«|.
\dx dx/

ч(х) = Л(х)+ J (T,„-Л)=-2?*vctgax- + e ՜>՜r‘d‘(C-i J' Qe’^'dx),

p (Հ j = Ճ ___ ^o. _ * d/l . ctg g
Հօ dx T}0 — A dx ^--hy

4v- \dx dx./

_.«sij^/A0_rf=Ax SSin./^_rfw։( /;)J
12? Wx* dx-/ -1/* \<Za- dx/dx

ctga d֊riQ ctga d\ - - ——- -  /• ֊ - ------ '|AM
-И-.- hy dx- 2^,-hydx-



106 .’1. Е. Даниелян

•ք 1 Ctga tj Վ *- ctg i 
2 dx- 2

__g Sin a 
б /' (7ift — i

ю

1՜ , , n ■>’! ։ <4 \ AFSina /dr...+ 2^-! 2чЛ’֊.Ц;Л- — V'4 ֊—?,--------(֊-
10 2 / 6*-(^ — h)\dx I

Г հ!> ՜ 6Հ!* - 6ր»*տ ■" 1 т (-Լ' Н* ՝■
CIЛ \ “է / иЛ

-2V’) ctg * ֊֊1° 
dx՝

h*___
A)’

•I ctge
dx dx i,9 — fi

g sin a zdyi<t
(г/*‘ (Ти> — Л) W

+-^(2ր^-տ^ 2Л<)
Cl А

.gslna 
4'ր՜

'd*0 
dx

dh\ 
dx) -/>)•֊ 

dx

Я sill a Л/Հօ _ dh\ dr,0 ՝ / 
6*2 (’.о — лA dx dx) dx '

14֊ՊՏ-2^-Յր^
4

4-2^’֊֊

ձ» \ dh___ Ид 4- h /d\^
'1 ' ‘„. — h dx — h dx п0—// \dx .

Как видно из полученных результатов, ест дно канала взять прям! 
линейным (то есть ռ = 0) получаем результаты работы [2].

§3. 1,.чя вычисления конкретного примера, рассмотрим движем 
воды с начальной глубиной 1 .к вдоль пористого русла, угол накло։ 
которого я = 3<1'. а дно описывается кривой Л(л*)=Э,1 sin л (0 < х <-1

Примем
Р _ 1(Х) К! li = 10-±1---- , 7 _ ID '• ML.

л* /гг сек сек

Численный пример решаем, ограничиваясь нулевым приближением.
Изменение свободной поверхности вдоль оси ох показано нз 

фиг. 2. Изменение проекций горизонтальной и вертикальной скор։ 
по глубине потока приведено на фиг. 3 и 4.



Л. Е. Даниелян

Фиг. 4.

Как видно из фиг. 2. непрямолинейность дна 
существенно влияет на форм\ свободной поверх­

ности.
На численном примере доказывается, что при 

/.>()(/. -угловой коэффициент касательной к кри­
вой z = //(x)), вертикальная составляющая ско­
рости (w) изменяется гораздо быстрее, чем в ин- 
тервалах, где >.<Հօ. А горизонтальная составляю­
щая (и) — наоборот: при >Հ>0 изменяется медлен­
нее. чем при /.<Հ0.

Ереванский государе гпенкып 
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|„ Ь. ԴԱՆ1Պ1.3ԱՆ

irmi'SMi да/ЦНф Г.1ММ-ПН1Т, 1Ч1.П 1յԱԿ11ՏԿԿՆ ԿԱՄԱՅԱԿԱՆ ՀԱՏԱԿ
ПЬЫ:?И1Ч. ՀՈՒՆՈՎ

Ա մ փ и փ и t մ

^.ոզվածամ դիտարկվուէք է in'll иեղմհլի •i ածու ցիկ էևդուկի հարթ լամի- 
նար շարմ ամր րաւյ հունով. ր/^/ւ հաաւսկր ծ տկաոկեն է ե հսէնդիտււնսւ մ է 
ւրււնկացած նախապես արված կ"ր։

Խնդիրր բերվում Հ եավե-Ս տս^սի հավասարումների ինսւեդրմանր հա- 
•/ ապաւոասխան եզրային պայմաններովդ Լա ծ ու մր որււնվում Լ ւիորր պարա- 
մ!.ւորի մեթոդով!

Գտնվում Հ՜ տրադոլթ լանք ճնշման, ինչպես նաև ադաէո if ակև րև ու վժ ի
փ..փոխման օրենրր, և հաշվվում Լ թվալին որինս/կ:

հ/նդիրր հանդիոանում Է նախկինում լու ծված ծակուոկեն • nt դիդ .ատակ 
օւսեւյոդ հունով մածուցիկ հեզուկի շարժման իւնդոի րնդհանա ր դեպքր:
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