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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. С. САРКИСЯН
ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ИЗГИБА СТЕРЖНЯ С ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ АНИЗОТРОПИЕЙ

Мнргочистенные работы посвящены исследованию задачи об из­гибе анизотропных стержней, среди которых особое место занимают работы Сен-Вс-нанв |1], В. Фойгта [2], .'Ն С. ЛеЙбензрна |3]. С. Г. Лех- нмцкого [4—5| и др.Решению задачи изгиба неорготропного стержня методом малого параметра (Геометрический параметр) посвящены некоторые работы автора (см. |6|).В работах [7, 8] решены задачи о кручении и об изгибе призма­тических стержней, обладающих прямолинейной анизотропией част­ного вида (неортотропные стержни), а в работе 19]—задача кручения стержня с цилиндрической анизотропией.В настоящей статье предлагается метод решения задачи об из­гибе цилиндрического или призматического стержня, обладающего цилиндрической анизотропией такого вила, что в каждой точке имеется лишь одна плоскость упругой симметрии, нормальная к его осн. Введением новых переменных решение задачи представляется в виде ряда ио степеням малого параметра ц (физический параметр). Показано, что решение дифференциального уравнения 8 частных про­изводных с неразделяющим ися переменными сводится к решению рекуррентных дифференциальных уравнений с разделяющимися пе­ременными.В качестве примера решена задача об изгибе сплошного круго­вою цилиндра.Исследован вопрос о сходимости и существовании решения за­дачи об изгибе стержня с произвольным поперечным сечением.§ 1. Метод решения задачи. Пусть цилиндрический или приз магический стержень обладает цилиндрической анизотропией такого вида, что з каждой точке имеется плоскость упругой симметрии, нор­мальная к его осн г (то есть стержень—неортотропный). Ось анизо­тропии (но предположению параллельная образующей) обозначим че­рт ?. геометрическую ось тела о'г', главные оси инерции сече­ния -х՜, у', полярную ось- ох, параллельную о'х՛ (фиг. 1).
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Поместим начало координат о’ в центре тяжести незакреплен­ного конца стержня. Примем, что силы, действующие на сзЦбрднб.՝ конце, статически эквивалентны одной равнодействующей Р, прохо­дящей через центр тяжести и совпадающей с направлением у'. При՛мем далее, что упругие постоянные материала удовлетворяют условиям (4|й։э = ам. = (1.Ո֊Тогда напряженное состояние в оченин стержня будет

Р= Յյ = ~րկ = 0, г,- —--------- гу' =
1 ԺՓ , Ժ4’ .՜ր-------------Т -*  ՜1՛ ’°*  -- ------- 7՜ ՜*՜  ”•*
ր >ւԿ dr где Ч*  (г. 0) — функция напряжений при изгибе, /—момент инерции относительно оси л՜, и какие-нибудь частные решения урав­нения, 4^+— — + — + <Ь։ “0. (1.1

дг г дО г OzВнеся выражения (1.2) в уравнения совместности и учитывая (1.1), для определения *1'  (г, 0) получим дифференциальное уравнение с частными производными с неразделяющимися переменными |4|o2’F 1 о=Т «ио֊‘Г аи ԺՓ*С * • ! “‘‘К “ ' 1 “Г" “ ---------
drz г дгдО г- d'r г or = — —г со$ о — 2Ь + ;

где 0 —некоторая постоянная, характеризующая угол закручивания на единицу длины, <2/*  —упругие постоянные, удовлетворяющие ус­ловиям ^44 >0. > 0, аиа.л — ^>0. (1.5)Условие на бокозой поверхности будет-trCcos(«, г) Ч- т . cos (//, 6) = 0, (1.6)а в случае односвязной области сечения —Г4Հ| (•^''՜՝ ՜ւր^յ)՛ (t’7)V՛Введем новые переменные է и с, связанные со старыми завися՛ мостя ми |9]
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где

/ =■- In — • 
ГоТогда уравнение (1.4) примет вид

- ֊■'где
Ժ?Փ д ՛Ի

otdz dz
= Ւ\ {է.

«Л'(г. 0)«Ф(/, ?),
ձ(է 9. <ն/) 2a։JPro£/
6(Л 9. *i/)  = րՀ

^е. 
а»

?. "//) - ?. Փ/).
<*•5

(1.8)
(1.9)

Icos I / ';֊տ 9 - 2Իր։>՜՜'4- I Պ»
(Jt

t

՚ ’•) - °" ժ (1.10)
Представим решение дифференциального уравнения с юнзводными (1.9) в виде ряда по степеням малого параметра рՓ(Հ 9) = Փօ('. ?) Г УФ,(/. 9) Ji'.

цветными

Подставляя значение Ф(г. f) из выражении (1.11) з дифферен­та льное уравнение (1.9) и приравнивая коэффициенты при одинако­вых степенях и. находим

P,U.

^Фо-^Фт I (Հ 9. «օհЛ(Г^Ф/ = ք', (Հ 9) «о) 4-МЛ ?). 

«• = 2. 3,--.)

(1.12)(1.13)(1.14)
>>Фт 1 
ծէծ^

<Г-

Из (I 7) при помощи (1.10) и
ф ’ - г. -.di

ձ=^+-
0է2 ծգ3(1.11). легко получается**7 ֊>? </? )• <?« / (1.15)

Фу|։ = 0 (/ = 1.2...-).Таким образом.՝ решение дифференциального уравнения с иеряз- деляющимнея переменными (1.9) сводится к решению рекуррентных ДМ)ферф|цнпльных уравнении с разделяющимися переменными (1.12) — -(1.14) при условии (1.15)• Отмстим, ’по дли ортотропного стержни н 0.•  Здесь приводятси граничные условия дли олноевм ший области, л дли мио- л ной облает ни условия можно получить мт (16) при помощи (1.10) и (I II)*



64 В. С. Саркисян
Теперь рассмотрим задачу о распределении напряжений в кон­соли, имеющей форму сплошного кругового цилиндра.§ 2. Изгиб сплошного кругового цилиндра (фиг. 2). Предполо­жим. что ось анизотропии совпадает с геометрической осью. Тогдаможно принять0. р - 

Հ. -------------г-cos О,
,4 (2.1)

Следовательно, из (1 2) будем иметь 
ро։ =--------zr sin 9.

1 Ժ4'-Ճ՜ ’ Հ°՚Г Ս(յ
Ժ4ք Р 2 ,

---------Г’ COS 9.
дг / (2.2);Условие на поверхности —О в условие конечности напряжении наоси, учитывая (1.8), (1.10), (1.11), (1.15), можно написать так ф, (է, փ) = О на է = О, (2.3)lime քՓ;(/, ?)=0 (Z = 0, 1. (2.4)

Легко видеть, что здесь постоянную & можно положить равной нулю. Тогда, с учетом (2.1), уравнение (1.12) примет видАФ0 = cos փա, (2.5)где ծ0 = - 4P<2fl» + ,w = .
-a I «44Ищем решение уравнения (2.5) в видеФо^. ?) =/o(Ocos<p/n. (2.6)Из (2.5), при помощи (2.6), для определения /0(/) получим сле­дующее линейное неоднородное дифференциальное уравнение с по­стоя ниыми коэффициент а м и ֊ т=/0 = ձ/'. (27);

агОбщее решение уравнения (2.7) при условиях (2.3) и (2.4) .можно представить в виде** Если т I, го есть ճձ> <?,,, то около осн будет происходить копией грация напряжений. В этом случае ось анизотропии следует исключить и.» рассмотрения, окружив ее цилиндром малого радиуса.
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/0(Й= -Ьа—(ет,-е1) ու - 1. 

пг— 9 (2.8)
Итак, при помощи (2.8) и (2.6) можно записатьф0(Г, ©) = —^—հՀ* -Z)Cos<?/«. (2.9)

пг — 9Теперь перейдем к нахождению второго приближения. Подстав­ляя выражения Фо(/, ?) из (2.9) в (1.13), получимձՓ, — f\(t) sin пн?, (230)где *1(/), _ճճձ_ („(/” _3^) (2J,)
т.п пг — 9Представим решение уравнения (2.10) в вилоФ։(/, — fi (/) sin^/H. (2.12)Тогда для определения /, (г) получим следующее уравнение:^--«7, =.*,(/>,  (2.13)

агОбщее решение уравнения (2.13) при условиях (2.3) и (2.4). как- нетрудно видеть, можно записать и виде
где

Л ՛է) = 4 ^-1---------— Ն d. I е՞" մ։«”,\ 9 — пг /
(2.14)

mibQ յ _ 4 Рт-у а , 9 — пг па (9 — пг)

2т3 | Зт!^______2Р] 'а^ап9 — /№ /ла — 9 наюдовательно, учитывая (2.12) и (2-14). находим
Ф։(Л ?) <’՛”' + Ժ3Հլ< sin ът. (2.15)

Итак, имея Փէ(ր. <?). при помощи (I 14) последовательно можно определить Ф/ (/, ?) (/ — 2, 3,•••), а следовательно, и значение функ­ции напряжений 4՜ (г, 0), если только интеграл уравнения (1.9), удов­летворяющий условию (1.15), существует и разлагается в сходящийся ряд по положительным степеням и единственным образом.Имея функцию напряжений, при помощи формулы (2.2) можно составить картину распределения касательных напряжений с любой точностью.§ 3. Исследование решения основной краевой задачи. В насто­ящем параграфе дается исследование решения основного дифферен-
5 И местнп АН. серии фи>.*иат-  паук. >Л 1 
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циального уравнения а частных производных эллиптического типа с! нераздсляюшимися переменными (1.9) для любой области Г), ограни*  ченной достаточно гладкой кривой s, при условии (1.15). Для удобства֊ сформулируем это в виде следующей краевой задачи, которую в дальнейшем будем называть основной.Основная краевая задача®. Найти решение дифферент 
циального уравнения в частных производных эллиптического типа

/ д*  \/-Ф = — go х2) - ugl (xr, a\), ( Z. = ձ - 2ս — -—) (3.1)
\ ах^дх, /

иля области D при граничном условииФ= 0. (З.ЗЯЗдесь примем, что свободные члены g0(x1։ Հ։) и ->i (-Դ •*«)»  ква- дратичио-суммируемы в области 1Հ и—малый численный параметр, а оператор —/- положительно определенный.Прежде чем перейти к исследованию решения основной краевой! задачи, приведем некоторые известные факты.Множество всех функций ф(х)эф(х։, х,) из Ա7՚1(Օ), удовлет I воряющих на ճ условию (3.2), образуют подпространство W*(D)  про-] странства ԱՀ’(Բ). Норма в W՝i(D) определяется равенством [10]
фм«»= 1.1' Iф։+grad։*+ 2ւ(Ջ֊)»՚/՛

Обозначим через 4г(£>) множество функций g (х) g (л,, х.), интегрируемых вместе с g2(-V) в конечной области Г). Норма в L^D} вводится так
ւ.?1Ա01= p'rf*

Ն
(3.4)

На основании теоремы вложения С. Л. Соболева [10] и работ [ 11—13] можно установить следующее:1. Основная краевая задача (3.1), (3.2) имеет единственное ре­шение из Ա7շ (/->), если (g0 i- ug։) £ /,2 (ZJ).2. Если свободный член (g0 — jxgj) достаточно гладкий, то суще­ствует дважды непрерывно дифференцируемое в Т) решение основной краевой задачи (3.1), (3.2).3. Для любой функции из IV j и любой области D с дважды не­прерывно дифференцируемой границей справедливо неравенство■՝՝■ Основную краевую задачу (3.1)—(3.2) при помощи аффинных преобразований можно свести к краевой задаче ձՓ-— / для /)*  при Ф . —О (*).Причем, кривая хг, ограничивающая область D', искажается, и решить крае­вую задачу (’) для области [.)■ становится супХёс.вечно трудно. Так. например, ,w прямоугольника, кругового сектора и т. д.
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(3.5)

если только оператор — L положительно-определенный.Наконец, приведем следующую теорему, доказанную С. Г. Мих- ли.чмм (14].Теорем а. Если g — квадрата чно-сумм. up уемая функцияв области круга, а Ф(лх. х2) удовлетворяет уравнению ձՓ * 
= - g (■*!.  ֊4) R Я2 = -Կ -f- xi< 1 при краевом условии Ф |₽_։=0, то 
имеет мести неравенствоԺ*Փ 

dxtdxm
dxxdx2 հ. С2 -Ч) \'4х^хъ, С = const. (3.6)

Причем, для производных и - C=—t а для -------------
dxi дх-շ 2 дххдх3С=1.Теперь сформулируем и докажем следующие теоремы, которые относятся к поведению решения основной краевой задачи. Теорема 1. Существует решение основной краевой задачи 

(3.1), (3.2), имеющее вид соФ (лх, х3) = Фо (Лр хг) 4 շ թփ*  (х„ ^). (3.7)*-з
причем при |р. ряд (3.7) и ряды

ԺՓ = ԺՓՕփ у 
дх։ dxt k77։ ' dxt

0 = 1,2) (3.8)
сходятся в области D в среднем.Доказательство. Пусть существует решение основной крае­вой задачи (3.1), (3.2) в виде (3.7). Тогда при помощи (3.7) из (3.1) н (3.2) можно получить систему рекуррентных краевых задач△Фо= ֊Ш -Ч), Ф|, = 0;АФ։= &(*։>  х,) — Р1(хх, л,), |<Н“0; I

Дфй = - Pfc (-4, А',), շ <УФа-1 \
(1г = 2, 3, •) ( * )Ф>|л = 0 \А=1,2,--- /

(3.9)
(З.Ю)
(3.11)

Для доказательства существования такого решения необходимо (СНЯТЬ |ФЛв зависимости от п. Для ЦФо(Лн л* а)> учитывая .3)֊(3.5) и (3.9), получим
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M,(O)-C,]|g0lwn։). (3.12)Методом математической индукции доказываетсяШ1/,;о><2я"’<ЖФ)+ 2^»Р)1 (ЛРК'&Ы (3.13)Из оценок (3.12) и (3.13) следует, что ряд (3.7) в области D схо­дится в среднем, если только параметр р удовлетворяет неравенствуЫ (З-Ч

Напишем следующее неравенство
1Ժ-1 
I дх, (

<|Փ՞11 4t(O) (Z = i, 2)
п = 0, 1, 2, •• (3.15)

Откуда, принимая во внимание (3.12). (3.13). вытекает, что при со­блюдении условия (3.14) ряды (3.8) сходятся в области D в среднемИтак, теорема доказана.Когда область Г) является кругом, то имеет место следуют» теорема.Теорема 2. Существует решение основной краевой задача 
имеющее вид соФ (А. *։)  = Фо 4- 2 Р*Фл  (-Կ. Л-3), (3.Л-1
причем при |р|<-^ Ря& сходится абсолютно и равномерно по^

и в круге xj փ х':, = Rz < I, л ряды

^=^+2^ (Z.,.2) 
d*i  дх, л-ւ дх>

(3.
сходятся, в этом круге в среднем.Доказательство. Предположим, что решение основной крае вой задачи существует и имеет вид (3.16). Тогда при помощи (3.16 из (3.1) и (3 2) можно получить систему рекуррентных краевых» дач (3 9)—(3.11) для круга; Затем решение этой системы, пользую обычной формулой [15. 16|, можно представить в виде ւ3.1«
Փ,(^. х։) = ՝ (То (А, а; 5„ У g,(S։, у֊ 2 Հ՜Հ» <«։Л։. 2к J J օ^Օհ2

Ф„(л։, л,)=------ -HotA. л։; 5„ а>2,
где О (xv х2; с2) — функция Грина для оператора Лапласа.

(3.1?



О методе решения гадами изгиба анизотропного стержня 69Для доказательства существования решения (3.16) необходимо оценить (Фп(л֊։. Л;)1 в зависимости от п равномерно по х, и х2 в круге /?< 1. Заметим, что [15]
'й) ^=յճ,Հշ< -2к (3.21)

Вводя в рассмотрение величины 
/Л = (3.22)

учитывая (3.18)—(3.22), применяя неравенство Буняковского-Шварца. неравенство треугольника и неравенство (3.6), находим, чтоS' |Ф0(х։, х։)|<р-^^-. (3.23)
| Ф„ (X,. Л.) I « 2՞՜ ’ - ’ (В, + 2Й0) /։ > 1. (3.24)

Из оценок (3.23) и (3.24) следует, что ряд (3.16) мажорируется чис­ловым рядом с положительными членамиИ 2՜ V:[2B0֊H2fi» + fi,)2(2|1x|)‘|- (3.25)
который, очевидно, сходится как геометрическая прогрессия, если только параметр и удовлетворяет неравенству

1н|<-֊- <3-26>Итак, при соблюдении условия (3.26) ряд (3.16) сходится абсолютно и равномерно по х։ и х2 внутри круга /?<Հ I и представляет собой решение основной краевой задачи (3.1), (3.2) для круга.Для доказательства сходимости ряды (3.17) составим скалярное произведение (ф. Дф) = - J j ФММх։</х։. (3.27)
/?<։Для выражения (3.27), применяя вторую формулу Грина и учитывая (3.2). получим(ф. - 1Ф) = f П У- 2^ + Yl <№. (3.28)

J J \\dx, / dx, dx„ \dxt / J
H<iТеперь составим норму энергии функции Ф —ФЯ(ФЯ Փ04-|* Փ։+

|Ф—ՓՈԱ = |/(—А(Ф-Ф«), Ф—фя) ֊ (3.29)
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Принимая во внимание (3.9)—(3.11), нетрудно установить, что

ւ (Ф - ф„) =֊ 2(1՞ քփ,~'- (3.;
дхх'}хгЗатем, при помощи формул (3.18) —(3.20) и неравенства (3.23) (3.2 получим 1Ф - Ф»| « 2՞! н 1“ ——------- --  ■ (312'х’(1 -21М>՝. Հփ;;֊1-1 <. շ՞՜2 <«,+շտ.). ($II (7<յ(7Տ2 1Имея ввиду (3.31) и (3.32), оценим

Отсюда немедленно вытекает, что Ф/»(х։, л2) —-.<Խ (г։, х2), 
11 —> оотолько |թ|< ՝֊. Затем, принимая во внимание (3.28). получим

«փ-Խ; f Y+f^֊^Y адз.J.) I Wj dxt / \dxa Ox*/  /?<»Из неравенства (3.34), учитывая сходимость по энергии Ф«(х1։-v։Ф(л1։ х2). легко видеть, что^._£Р:_֊йФ (. = 1 շ) J
dxi /։-»« дх{Таким образом, теорема доказана.Замечание. При решении конкретных практических з&1 обычно ограничиваются .вторым или третьим приближениями per՛?; основной краевой задачи (3.1 >—(3-2). С этой же точки зрения от тим следующее соображение. Если в ряде (3.1 б) ограничиться ч нами, содержащими р֊я. то. как легко видеть, ошибка не будет п восходить величины (2Տ0+/?,)||.|”+'2՞՜:;Од — ' ------------ »*■/•(1-211.1)յ относительная погрешность будет_____________2пИлГ’(2А±_в»)_-^||Х|(1 ֊ 2я|ррПо формуле (3.3G) можно установить, что, если потребовать, ч 
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ошибка не превосходила 5% при р = ■՛ —то соответственно4 5 10« = 4. 3, 1.В заключение выражаю признательность проф. Р. А. Алексан­дрину за пенные указания.Ереванский государственный университетИнститут математики и механики АН Армянской ССР Поступила 28 VIII 1964

-1. II. 1111.1'Դ11:ԱԼՆ
'Ч ՄՆԱՅԻՆ ԱՆՆԱՈՏՐՈՊԻԱ ՈԻՆեհՈՂ Ull'l.b fill ՄԱՆ ԽՆԴՐԻ 1ՈԻՄՄ11.ՆՄԻ ԻՂԱՆ11.ԿԻ ՄԱՍԻՆ

II. «I ill ո >|ւ ո t մ
Անիզոտրոպ ձողերի ծոման խնդրի լուծմանը նվիրված են շատ աշխատու­

թյուններ, որոնց մեջ կարևոր Աէեղ են դրավում Ս են ֊Վենան ի [ / 1, Վ. Ֆոյխտի [2]. Ս Հեյրենդոնի (.?], //. Գ. Լեխնիցկու |4-5] և ուրիշների աշխատս:֊ 
թյուններըւ

Հեղինակը փորը պարամետրերի {երկրաչափական պարամետր) սղնոլ- 
իյամր (Ոէծեք Է ոչ օրթոտրսպ պրիզմայաձև ձողերի ոլորման և ծոման խնդիր­
ները (տե' ч [ 6 JJ:[7]—[.9] աշխատությունները նվիրված են ինչպես ուղզադծային, այն­
պես Լ( զլանային անիդսարոպիա (ոչ օրթոտրոպ) ունեցող պրիզմայաձև ձողե­
րի ’(Սրման ե ծոման խնդիրներին։

Ներկա աշխատության մեջ արվում կ զլանային անիզոտրոպիա ունեցող 
ձողերի ծոման խնդրի լուծման նոր եղանակ)

(ուծումր ներկա շաղված Լ 7"'/’/’/' տեսրով րոտ փո րր պարամետրի (ֆի­
զիկական պարամետր)։ Այղ եղանակով՝ չանջատվւէղ փոփոխականներովI մասնական ածանց յալներււվ դիֆերենցիալ Հավասարման լուծումը բերվում Լ 
անջատվող փոփոխականներով դիֆերենցիալ հավասարումների լուծման:

11րւդես կիրաոությւււն լուծված Լ Հոծ շրջանային ղլանի ծոման խնդիրը՛
Հետազոտված են կամայական (այնական կտովածր ունեցող ձողի ծոման 

խնդրի (ւսծման ղոյությունր ե ղուզամիտության հարցերը։
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