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К ВОПРОСУ О ВЗАИМОДЕЙСТВИИ ПАРАМЕТРИЧЕСКИ 
ВОЗБУЖДАЕМЫХ И ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 

УПРУГИХ ПАНЕЛЕЙ

При рассмотрении динамической устойчивости упругих панелей, 
как правило, невозмущенное состояние панели отождествляют с ее 
Не деформированным состоянием |4,5|. Однако, такая замена становит­
ся недопустимой, если невозмущенное состояние оказывается близким 
к резонансному. Связанные с этим явления для случая стержней и 
пластин были подробно рассмотрены В. В. Болотиным [1|; нм же 
была предложена механическая модель, описывающая эти явления [3].

Ниже показывается, что учет взаимодействия параметрических и 
вынужденных колебаний тонких упругих панелей приводит к зна­
чительному расширению областей динамической неустойчивости. 
Устанавливается возможность возбуждения колебаний в зоне частот, 
близких к частотам собственных продольных колебаний.

§ 1. Рассмотрим упругую изотропную цилиндрическую панель, 
опирающуюся на прямоугольный в плаке контур со сторонами а и Ь. 
Если пользоваться основными гипотезами нелинейной теории оболочек, 
то деформацию срединной поверхности панели можно описать систе­
мой уравнений

+ «Լ ^'֊ + 1 ** +?, (1.1)
дх- ду2 ду2 дх2 дхду дхду R дх-

I « .. . / №e։\s cf-wd-'d՝ . 1 d2w
Eh. \дхду ՛ дх? c)y2 Rdx2

Eh2Здесь«»(х,у) — нормальный прогиб. D = —֊j — цилиндрическая 

жесткость, Л —толщина панели, Е — модуль упругости материала, /? — 
радиус кривизны срединной поверхности панели, Ф—функция, связан­
ная с усилиями в срединной поверхности известными соотношениями

ԺՏՓ .. Ժ=Փ .. д2Ф .—֊ = ;V у, ----  = Л г,  J—= — Л vv.
дх2 ду‘ дхду

Для возмущенного состояния панели нормальную нагрузку </ 
представим в виде
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9 = _рА__2р&-_, (1.2)

где р —плотность материала панели, а г — характеристика затухания.
Для конкретности будем предполагать, что панель свободно 

оперта по контуру, то есть прогиб д՛ удовлетворяет граничным ус­
ловиям

d~1Z' , d‘W / Г\ X /I <յ։к»=—■ + р — =0 (x = 0, x = a), (1.3)
дх՝ ду2

(У = о.у = А), 
dv- Охг

а круговые края загружены равномерно распределенными период» 
ческими продольными силами р — p04֊/>fcosO/, Предположим также, 
что кромки х—0 и х=а смещаются свободно, а усилия, возникающие 
при деформациях на продольных кромках у —0 и у = Ь „в среднем* 
равны нулю.

Для того, чтобы оценить влияние продольных сил инерции, по­
ступим аналогично тому, как это сделано в |1|. Будем пренебрегать 
продольными силами инерции самой панели и предположим, что вся 
.продольная** масса сосредоточена в загрузочных балках, расположен­
ных но круговым торцам. (формулированные выше граничные усло­
вия запишем в виде

ь
1 Г<?8Ф(х. у) , . ... d՝u . Л .

--------֊dy = — (Ро-ЬP/COSO/) т.֊- (л՜ —0, х = а),
о J ay* dr

о

_Լ ^.г=о (у=о. у=$), (L4j
<z J ժ.ր 

о
Л а
Г—ф('*։ v)dv = o (х«О, х = а), = Օ (у = 0, у = £),
J дхду • J дхду
о о
где м0— .погонная" масса загрузочной балки, а и перемещение 
точки срединной поверхности панели в продольном направлении.

§ 2. Представим приближенно искомую функцию :г(х, у) в виде

а՛(х. у) ==;(/) sin—sin—. (2.1)
а b

где -(/) —неизвестная пока функция времени, характеризующая фор­
му колебаний панели. Используя второе уравнение системы (1.1), 
условия (1.4) и решение (2.1). с помощью процедуры Бубнова—Га- 
леркина ։егрудно получить выражение для определения функции 
усилий Ф(х,у)
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. . Eh r. / - 2-r.x 1 2пу\
Ф (x.v) — — * ( т2 cos------ {-• cos 4֊

32 \ а nr b /

£Л a3 -a r.v 1 „ 1 d2u . ,o
4 WCs,n asln7 ■ +^cos0,)>’• • оm»d^՜՛ (-’2)

где fn=ajb. С помощью (2.2) найдем осреднеиные усилия, возникающие 
в срединной поверхности при деформациях панели

Eh հ՜ Rf 2ry Eh 1 - ,-------  /cos ֊֊—  ---------------— .sin
8 a'- b R (1 4- «•)“

кд- . яу — sin —
bа

(Ро 4 P,cosW) + ,по
dt-

(2.3)

Eh r., 2zx Eh ու՜
—1----- -Հ/COS---------- X՜~~~՜тт

8 b2 a R (1 w3)2
. r.X - v 
,sin -sin֊-. 

a b

Определим взаимное сближение криволинейных кромок [2]

Используя выражение (2.4), нетрудно получить уравнение, связываю­
щее перемещения точек срединной поверхности панели в продольном 
и нормальном направлениях

I (Բհ - 4 а 1—յա2 , к* հ 3 д, 4- д/cosO/ а _
u«o ՃՒ к2 R (I 4-щ )2 8 a Eh հ

Здесь'i>0= [ZE7f (/а0.'г) ՚}՛՜—частота собственных продольных коле- 
банш , вычисленная в предположении, что вся масса панели сосредо­
точена по торнам д 0 и л- - а -, п и У/, :■ Հ՛հ - безразмерные па- 
ра метры перемещен।՛.й.

Для получения второго -уравнения, описывающего деформацию 
панели при изгибе, по-прежнему применим процедуру Бубнова — 
—Галеркина. Нсполыуя первое уравнение системы (1.1). решение (2.1) 
и (2.2), получим

— - ‘2:- Z 4- րփՀ 1 - л \
dt- dt ՚ ՜ \ p:i ԺՐ /

— 3u»J Z- 4- « — 0.

Здесь вводятся обозначения:
Ш? = zs/rr [/,)/• (рА)-,|>3

(2.6)

—частота собственных поперечных колебаний панели: р., = rrla-DF— 
֊верхнее критическое значение продольной нагрузки: К alIRh, 
Е= (Г 4՜ ^2)г 4-12(1 յ» ՝dC՜ |՜։ 11 4՜ Հ72”)'՜1 1 —безразмерные характе­
ристики панели;
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.а = 3(1 г) (1 rw4) (•}/•) ։, 3=16,,./(1 и2)ш=А'[։2 8/(I 4-/я2)а|

безразмерные коэффициенты, характеризующие геометрическую не­
линейность панели. Заметим, что при тп 0 уравнение (2.5) опреде­
ляет перемещение а продольном направлении, а (2.6) обращается 
уравнение, хорошо изученное ранее в работах [4.5].

Остановимся на условиях возникновения незатухающих поперё1
иых колебаний, пренебрегая в уравнении (2.6) нелинейными членами.
зависящими от нормального перемещения г. Вместо (2.5) рассмотрим
уравнение

_ԼԺՀ7 й = а (ОД
ut5 dt- ch h

для которого нетрудно получить решение, соответствующее уста:
повившемуся режиму продольных колебаний

h Eh h Eh X Հ /
cos^Z. (2.8)

Найденное выражение для и. подставим в линеаризированное равне­
ние (2.6). После преобразований получим

'Л՜ 22(1 
di2

֊Ջ՝Ժօօտ6/}յ — о. <2Л»

где Զ = սն (1 ЛгР.;:) 1 частота собственных поперечных колебаний с
учетом сжимающих продольных сил. 2* « Pl (р* — Р(1) 1 — коэффини-
ент возбуждения, я через փ обозначен безразмерный параметр iac-
тоты

(2.10)

Параметр (2.10) удобнее представить в виде О = (1 — и2?2)՜1, если 
обозначить п — О Զ, 7 = S/w0. Из (2.10) видно, что б- -ос. если час­
тота возмущения близка к частоте собственных продольных колебаний 
(9^10,,), и б->1, если масса загрузочной балки весьма мала (и>0-> х).

Уравнение вида (2.9) подробно исследовалось в работе |1]. где, 
в частности, было показано, что при значениях 7. близких к единице, 
границы областей неустойчивости нулевых решений уравнения значи­
тельно расширяются.

Обратимся к уравнениям (2.5) и (2.6), для последующих вычис­
лений запишем их в виде

1 d-u. __ 4ք 1 urn5 «>’ // a p0-r prco><d (Դ ... 
4dr+" - ^(г;^г+8 <гг + h—й— (~ul

?oH1-0. (2.12]
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где
®о = 3(1-И’)(2Г) 30-=48(1-|ւ2)(1֊ս^)/<խ։(1 /ո=)5ք|֊Լ

§3 . Будем искать приближенное решение системы уравнений 
(2.11) и (2.12), соответствующее процессу установившихся колебаний, 
п виде

и = — «։ cosW. - = ^0 -• b. cos — •
9 (3.1)

где а0. а։. ծ0. Ьг— коэффициенты, подлежащие определению. Подста­
вим (3.1) в уравнение (2.11). После выделения постоянных членов, 
и членов, содержащих первую гармонику, получим

1(1 - пт') а тЛ /7
ս(յ ՜ ՞ *** *• it Г՜

к»(1-4-<s </
А» Ч
F.h h '

«1 = ’P
/-= h
\ 16 a

(3.2)

Аналогичную процедур) выполним для уравнения (2.12); после не­
которых преобразований получим

I 1 Ь\ (3«4֊2М֊Ц,- =0»
ծօ

(3.3)

л2 — — — —
1֊ - >'?֊^.(2? М ^(3f+2»0)

Ь֊^|аЧ|°(1֊?)
(3.4)

где
<*1 О~ Р* а> =---------- , Շէ — --------------- .

։-а>7’.=: 1֊Л
Другое приближенное решение системы уравнений (211) и 

(2.12) получим, если вместо (3.1) возьмем

и = а0 4- cosO/, z = b9 — b։ cos, .

Повторив предыдущие выкладки, вместо уравнения (3.4) будем иметь

I ֊• ?0) + iJ(3« + 2«»)+4 l>i 1 Հյ<1 I) 1=0, (3.5) 

а уравнение (3.3) останется прежним.
Если масса загрузочной балки «0—>0, то ю0—>օօ, а 6—1. Не­

трудно показать, что формулы (3.3), (3.4) и (3.5) в этом предельном 
'случае совпадают с рассмотренными ранее в работах [4, 5|.

§4 . Границы областей неустойчивости кулевых решений уравне­
ний (3.4) и (3.5) определяются формулой
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или

fl"
1 ± 7lp=o

4

(4 — л9)(1 - </2;=) 4v = 0. (4.1)

Формула (4.1) дает две области неустойчивости. Одна из них 
лежит вблизи ռ- = 4, что соответствует главному параметрическому 
резонансу, другая —вблизи zr2=l/y, что соответствует частоте возму­
щения, совпадающей с частотой собственных продольных колебаний. 
Нетрудно показать, что области неустойчивости сливаются в одну, 
есл и

v _(J
16;տ

(4.2)

что соответствует безразмерной частоте

I 1.3)

Чадим оценку для коэффициента частоты 7; учитывая обозн, 
чения, принятые ранее, получим

(1 ~Pf,'P^- (41)

Предположим, что т = 1, h О,ОЬт, <• = 0,3, .'Ио = 13/W, = 0,45,
/<֊13; тогда при помощи (4.2). (4.3) и (4.1) получим ն: = 0.225 
/г.— 2,65. 7՜— 0,1, го есть слияние областей неустойчивости возмож­
но лишь при значительной массе загрузочной балки и при болыпия

ные без учета взаимодействия. На 
вости, соответствующая резонансу

графике видна область пеустой’ 
относи сельпо продольной часто
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Для построения амплитудно-частотных кривых воспользуемся 
формулами (3.3), (3.4) и (3.5) и параметрами панели, которые при­
няты выше. Значения коэффициентов, входящих в (3.3), (3.4) и (3.5) 
При этом будут равны: F — 8,7. а — 0,26, 3 = 0,8. а0 = 0,28.30 = 0,21, 

Р.1. На фиг. 2 зависимость (3.3) представлена в графической фор­
ме. Графики амплитудно-частотных кривых приводятся на фиг. 3 
(для случая, когда '<?'*)• Тонкими линиями показаны решения для 
случая, когда масса загрузочной балки не учитывается: пунктиром 
показаны неустойчивые решения.
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энергетический институт

Поступила 25 VI 1964

Դ. Վ. ՄԻՇևԱւՈ՚Լ

ԱՌԱԱԴԱԵԱՆ ՊԱՆԵԼՆԵՐԻ Պ 11.ГП.1ГЬ81Ч»«»41 <*հ4» «ԴՐԴՌՎՈՂ»
ԵՎ ՍՏԻՊՈՂԱԿԱՆ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐԻ ՓՈԽԱԶԴԵՑ ՈՒԹՑԱՆ ՀԱՐՑԻ ՇՈԻՐՋՐ

II. մ փ ո փ и ւ մ

*.րպվաձա /I 1քիաարկւթս_մ Լ բարակ աոաՏպական ւղանելների պարա֊ 
մեւււրիկէւր1ւն ղրղաիէղ և и in ի պ и րյ ակտն տատանումների փ ո իւա զղ ե ւյ ու թ /ան 
հարՅԸ! &'"{.՛/ I. տրփսմ, որ բարակ ո։ո ա ձղական պանե[ների պարամետրի֊ 
կէւրեն և ստիպողական աւսսէանւո մների ւիոի։աղղ.եէ)ա թրոնէ հաշվարկր հան- 
ւիւր/նտմ Լ դինամ իկ անկա քանա fj [ան >ո իրույթն ե րի ղղաւի րնդրււ քէ/մանր: Հաս֊ 
սաաւվէէէմ է աաաան ումնե րի ղրղրէման հն ա րոէւ) ո րու թ րսն ր աքն հաճաիէակա֊ 
նա [J րոնն/քրի ղաուսմ, որոն,ր iluni են սեփական լա/նական սւ ա ա ան ա մնե րի 
հւ«ճււրիւ ականութ րււններին!
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