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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

М А. Алоян

О динамической устойчивости синусоидальной арки
§ I. Дифференциальные уравнения динамической устойчивости 

арки и их решение

Пусть на арку, ось которой находится в плоскости хоу, дейст
вует вертикальная нагрузка, интенсивность которой вдоль пролета 
арки меняется по закону (фиг. 1)

?>• = - «у sin ——х. (1.1)

где / — пролет арки, q интенсивность нагрузки в середине пролета 
арки.

Дифференциальные уравнения статического равновесия тонкого 
криволинейного стержня в декартовой системе координат, получен
ные в работе |4|, имеют вид

֊ - л; + у'л'д. = о.
ах

Здесь Л'д и — проекции 
него вектора внутренних сил в сечении с абсциссой х соответственно 
на оси х и у, ,-Й изгибающий .момент, qx и qy — проекции внешней 
нагрузки соответственно на оси х и у, у — ?(л'| — уравнение осевой 
линии арки.

Если ось арки совпадает с веревочной кривой от данной нагруз
ки, го арка будет испытывать только сжатие или растяжение, но не 
изгиб. Тогда во всех сечениях изгибающий момент М = 0. Подставляя 

в (1.2) qx = 0, Л4=() и qy = — <?sin ֊֊л, получим

#^=о,
lix

dN° , , т. 0__ + ?slnTx-0,

-№ + /№ = о.

(1.3)
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где Л, и Л'?—соответственно значения .V, и Л\ в безмоментно.м со« 
стоянии равновесия.

Из первого уравнения системы (1.3) имеем .VI' = const. Исклю
чив из остальных двух уравнений Л ՛, получим для у следующее диф
ференциальное уравнение 

решение которого имеет вид

У = “о sin ֊֊ X -Ь С։х + Cs.
-3ЛГ /

Для определения С։ и С. имеем следующие условия 

у “ О при х = 0 и х = /.

из которых получаем, что С, = С, = 0. При х = условие у = /, 

где / — стрела подъема арки, устанавливает следующую зависимость 
между параметрами осевой линии арки и внешней нагрузки

Я? (1.4)

Следовательно, веревочная кривая для нагрузки вила </։ — О, 

= — 9 sin — х есть синусоида, уравнение которой

у = /sin — х. (1.5)

Дифференциальное уравнение динамической устойчивости кри
волинейных стержней, ось которых совпадает с веревочной кривой 
от данной нагрузки, полученное в работе {4|, имеет вид

д2 I Д(х) ԺԴ 1 , _ժ_ 
dx։ I ]Հ 1 4-у8 дх2 I дх

-Г m (x)V 1 4- у'։ ~ (tr - у'и) = 0, 
at՝

где и и V— проекции перемещения точек осн арки соответственно 
на оси х и у. В (х) — жесткость при изгибе в плоскости кривизны 
стержня, т (х) — масса единицы длины стержня в сечении с абс
циссой х.

При выводе дифференциального • равнения (1.6) рассматривались 
такие отклонения осн криволинейного стержня от ее первоначального 
недеформнрованного состояния, при которых удлинения осевой линии 
считались малой величиной второго порядка. Это условие лает сле
дующую зависимость между перемещениями и и v
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и' =—y'v', (1.7)

полученную в работе {2]. В этой же работе дано изменение кривизны 
осевой линии криволинейного стержня

1 1 **
Pi Р К 1 4֊ у'։

(1.8)

и условие, выражающее отсутствие поворота какого-либо сечения

*-0. 
dx

(1-9)

Подставляя в (1.6) 0. з также значения А՛, и q, соответст
венно из (1.4) и (1.1) в предположении, что «?֊’«/ (/) является не
которой периодической функцией времени, получим систему диффе
ренциальных уравнений динамической устойчивости синусоидальной
арки

& /Цх) ԺԴ
Эх» ՜| I ՜7=՜ дх՝

+ 9(01^^|(1+),.ՀՈ+։1ո^Հ"1 +
|«’/ дх I dx| I ox J

+ ա (x) J 1 -T >•'* ° ■ (v — y'w) = 0, 
at* 

(1.10)

ou . dv 
— = ֊ У —• ox ox

Решение (1.10) ищем в виде

v(x, է) = V(x) Г(Г).
и(х, է) = С/(х) Г (է).

Нетрудно убедиться, что точное разделение переменных в пер
вом из уравнений системы (1.10) подстановкой (1.11) невозможно. 
Поэтому задачу будем решать приближенным методом Бубнова-Га- 
леркнна.

Применяя этот метод к первому из уравнений системы (1.10) (пе
ременные разделяются приближенно [3]). для функции Т(է) полу
чаем следующее дифференциальное уравнение
■ £Нп+ю.11 |Г(О=0 (112)

dp I у», |
где

■ П *4 _вм . *41,,.,.
J I dx* || 14- у'։ т/х2 ] I

1 Ч։օ՛ = 7------------------------------------------- (1.13}
J m (x) V 1 4-y'։ (V—y'U) V'</x 

Q
— приближенное значение квадрата частоты свободных плоских, нз- 
гибных колебаний ненагруженной синусоидальной арки, а
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<hp~-

i
•f մ* B(x) d*V

Jlrf.v H ' 1 ■ V՛-- dx2 
0

Vdx

(ւ+/2)մր 
dx

-f-sln — x 
!

-------------- (1.14)
mVdx

o
— критическое значение интенсивности нагрузки в середине пролета. 

Второе уравнение системы (1.10) с учетом (1.11) примет вид

dU tdV= -у ~Г՝ ах dx
(1.15)

Если <? (/) ^ -Н/oCOSp/, то уравнение (1.12) приводится к из
вестному уравнению Матье

֊'՜7^֊ +Հ(1-Ucosр/) 7՜(С) = 0, (1.16)
at-

где

— квадрат частоты свободных плоских колебаний синусоидальном 
арки, нагруженной распределенной по закону (1.1) статической на
грузкой с интенсивностью в середине пролета, а

Р = —֊?— (1.18)
? н» — V։

- коэффициент пульсации.
Границы первой, наиболее опасной, области динамической неу

стойчивости определяются следующей формулой |1]

Р =2», | Հ 1 + • <։-։9)

Для определения областей динамической неустойчивости сначала 
необходимо в каждом частном случае определить <•»- и у. из (1.13)— 
-(1.18).

Перейдем к определению этих коэффициентов.

§ 2. Двухшарнирная синусоидальная арка переменного 
поперечного сечения

Граничные условия двухшарнирной арки имеют вид

и = v = .И = 0 при л* = 0их = /. (2.1)

Принимая во внимание (1.11) и выражение изгибающего момента

/4 (л֊) = В 1 _ 1
Pi Р ' V՜ I

(2.2)
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(ерепишем условия. (2.1) в виде

U=V=V,, — 0 при х = 0 и х = /. (2.3)

Рассмотрим кососимметричную форму отклонения арки от ее 
первоначального недеформированного состояния. В качестве аппрок
симирующей функции примем функцию

9-
V(x) = a sin у л, (2.4)

удовлетворяющую (2.3).
Подставляя значения у и V (х) соответственно из (1.5) и (2.4) в 

(1.15). интегрируя и учитывая, что U (0) = U (!) •= 0, для U (х) по
лучим следующее выражение

U (х) = — а/. sin — .1.3-
x+Tsln7 (2.5)

где /. = ֊Հ.

Рассмотрим два случая изменения поперечного сечения арки.
Первый случай. Сечение арки прямоугольное: высота остается 

постоянной, а ширина меняется по закону 

*(*) = Ькл
cos Ф

= ЬКЛУ I + /2 ,

где Ькл ширина ключевого сечения, ф —угол наклона к горизонту 
касательной к оси арки.

В этом случае жесткость при изгибе и масса единицы длины 
аркн в сечении с абсциссой л определяются по выражениям

о ______ _______
«(*)=֊ ' ■ = է՜ 1 +/=', л։(х)»т„/Ц-у'’ ,

COS Ф

ռ ~ ЬлаА3где />хл Ը------- жесткость при изгибе ключевого сечения,
12

■у
h = cons-- высота сечений, ткл = — оклЬ ֊ масса единицы длины в 

S
ключевом сечении, y — объемный нес, Е — модуль упругости мате
риала арки, g ускорение силы тяжести.

Для этого случая изменения поперечных сечений выражение
(1.13) принимает вид

<»* =------ j-------- 5---------------------------(2.6)
f (1 + /2)(У-/Й Vdx

о
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а выражение (1.14) после интегрирования по частям его знаменателя 
с учетом (2.3), приводится к виду

«..tew, 

J dx4
<Խ>=֊----------------------- ֊--------------------------------------- (2.7)

fl /։ /1 < r^/dV\- , ֊ dU .. .
Нт О + 'v ո՜ր) - sii։ v * ՜ր՜1 dx

JI-/ \ dx / / dx
о

Подставляя значения у, V (x) и U(x) соответственно из (1.5). 
(2.4) и (2.5) в (2.G) и (2.7), получим приближенное значение квадрата 
частоты и критическое значение интенсивности нагрузки в середине, 
пролета

։ 16 я* 5КЛ 5 Вкя<•> = ----- --------- --------------— - - ----------,
. Ճ_)2_1. ?_)4 /”хл74 

6 24

7>:р —
8к3л Вкл = {Г Вкя 

շ փ ;շ /Д 1 ՜ր ՚

Второй случай. Сечение арки прямоугольное: ширина остается 
постоянной, а высота меняется по закону

հ (X) = tei_= А„ /т+у'2'.
cos ձ

Тогда для жесткости при изгибе и массы единицы длины арки 
в сечении с абсциссой л: будем иметь

1> __  __
5(х) = _а. = ЛК4(1+/«)Ч m(x) = wMVrTT7r, (2.8) 

cos3 6

где

ռ __ /’■֊՝.- ___ 7 ..
«ьл--------- р—• /Якд —

Интегрируя по частям знаменатель выражения (1.141 и цв\ кратно 
интегрируя по частям числители выражений (1,13) и (1.14) с учетом 
(2.3) и (2,8), получим

------- т֊2------------------ :---------------(2.9)

т.я ((1 4-/=)(V-y'6’) Vdx



и динамической устойчивости синусоидальной арки 29

(2-Ю)

Подставляя значения у, И(х) и Ս (х) соответственно из (1.5). 
(2.4) и (2.5) в (2.9) и (2.10), получим приближенное значение ква
драта частоты и критическое значение интенсивности нагрузки в се
редине пролета

օւ, = 8^(2-!->?) Дил ,
I ՛ _L}2 i.JLh ր՜ /«X.U4

6 ՜ 24 ՚
I. ?1Փ=4^=^.

Некоторые значения коэффициентов частоты փ։, ?. и устойчиво
сти 1\\ и А', приведены н табл. 1.

Таблица I

՛ 0,1 0.2 0.3 0,4 0,5 0,6 0.8 1.0

Т1 36,79 32.03 25.86 20,31 15,90 12.56 8.17 5,64
Ь 37,69 35,05 31.06 27.17 23.77 20,93 16,66 13.73
к, 37.13 65.0Տ 80.91 87,09 87,22 84,20 74,96 65,65

33,96 77.93 116,89 155,85 194,82 233,73 311.71 339,64

§ 3. Цесшарнирнзя синусоидальная арка переменного 
поперечного сечения

Граничные условия бссшарпнрной арки с учетом (1.9) и (1.11) 
ложно написать в виде

£/=l/=V" = 0 при .г-О и а = /. (3.1)

Антисимметричную форму отклонения синусоидальной бесшар- 
нирной арки от ее первоначального ксдеформироъанного состояния 
аппроксимируем функцией

V(x)
Г. 2- 

— a sin — л՜ sin — Д', (3.2)

удовлетворяющей граничным условиям (3.1).
Подставляя значения у и V'(a-) соответственно из (1.5) и (3.2) в 

(1.15), интегрируя и учитывая, что 1?(0)= (/(/)»0, получим для 
Щх) следующее выражение
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Ս (х) = а '■֊ (cos “ - х -г — cos — .v----- -  Y (3.3)
4 \ I 4 I 4 /

Рассмотрим вышеупомянутые два случая изменения поперечных 
сечении арки.

Первый случай. В этом случае изменения поперечных сечений 
выражения (1.13) и (1.14) с учетом (3.1) приводятся к виду (2.6) и 
(2.7).

Подставляя значения у. Vz(-v) и U(х) соответственно из (1.5), 
(3.2) и (3.3) в (2.6) и (2.7), получим

4U< =ф2 Jk_
1 յ շլ^-ւ!^ mJ* '3 

՚ 32 ՜ 64

ռ 4ԽՂ ВКЛ ВКЛ
7м> = ----------- т-------------— = ^3 — *

Второй случай. I {интегрированием по частям знаменателя (1.14) 
и двукратным интегрированием по частям числителей выражений 
(1.13) и (1.14), с учетом (3.1) и (2.8), выражения (1.13) и (1.14) при
водятся к виду (2.9) и (2.10).

Подставляя значения у. \'{х) и U(x) соответственно из (1.5), 
(3.2) и (3.3) в (2.9) и (2.10). получим

֊4 (41 4- -4- /.* )
,= _ \ __ 8 7 =
՜ i I ЩГПГ7 /к7> f4

32 ՚ 64

<Խ

Некоторые значения коэффициентов։ частот ?3, «р4 и устойчивости 
К5, Л, приведены в табл. 2.

Таблица 2

\/Լ 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0.6 0.8 1.0

'TJ 60,49 53,52 •14.80 36,39 29.27 23,58 15,76 11,04
ft 61,81 58,06 52,97 47,56 42,47 37.71 30,85 25,71
к, 77.21 140,36 182,79 205,77 214,31 213,61 199.02 179.32
К. S0.62 165,19 255,56 351.40 451,29 553,76 762,41 972,50
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' -------------------- - '■ ■■ ՚ - -------------- ֊- ----------------- ----- ՜՜ ■

Փ Й Й!

Таким образом, для нагрузки вида <;(/) = gH q^cospt иссле
дование динамической устойчивости синусоидальной арки приводится 
к уравнению (1.16) типа Матье. Коэффициенты wt, и ц уравнения 
(1.16), необходимые для построения области динамической неустой
чивости по (1.19), определяются выражениями (1.17) и (1.18), в со
став которых входят <՝> и <др. Для рассмотренных двух случаев из
менения поперечных сечений двухшарннрной и бесшарнириой сину
соидальных арок получены приближенные (н смысле метода Галер- 
кина) выражения для частот основной кососимметричной формы соб
ственных колебаний и критической нагрузки при кососимметричной 
форме потерн статической устойчивости по двум попуволнам.

Ясно, что точность границ области динамической неустойчивости 
зависит от точности полученных выражений для коэффициентов ча
стот и устойчивости, некоторые значения которых приведены в табл. 
1 н 2. Однако, мы лишены возможности дать оценки точности полу
ченных результатов, поскольку в литературе не имеется точных ре
шений для задач о статической устойчивости и о свободных колеба
ниях синусоидальных арок. Поэтому представляет интерес сравнение 
найденных выше значений для коэффициентов частот (?/£) и устой
чивости (Kit) с аналогичными значениями для параболической арки, 
приведенными в работе |4|. Нужно сказать, что при одинаковых от
ношениях /:/ параболические ярки, рассматриваемые в |4|, и сину
соидальные арки, рассматриваемые здесь как по очертанию оси, так 
и по законам изменения поперечных сечений мало отличаются друг 
от друга. Сравнение коэффициентов частот показывает, что они 
для обеих арок получаются очень близкими, что свидетельствует о 
достаточной для практических целей точности для значении при- 
ведениых выше в табл. 1 и 2.

Что же касается коэффициентов статической устойчивости Ki, 
го для них можно провести только качественное сравнение, поскольку 
задача о параболической арке решена для равномерно распределен
ного давления у, а приведенные в табл. 1 и 2 значения К, соответ
ствуют синусоидальной нагрузке по (1.1). Если синусоидальную на
грузку (1.1) заменим равновеликой равномерно распределенной 
погрузкой, то это приведет к умножению значений помещенных 
в табл. 1 и 2, на коэффициент 2:՜ = 0,637. В табл. 3 даны сравнения 
пересчитанных таким образом значений коэффициентов Ki, при этом 
величины Ktc относятся к синусоидальной арке, а величины К^, взя
тие из |4|, —к параболической арке.

Из этой таблицы видно, чго для бесшарнириой арки при всех 
отношениях f:l имеют место неравенства К?.с < Язп и К к < Л'-խ. Это 
вполне понятно, поскольку интенсивность действующей нагрузки в 
середине пролета синусоидальной арки больше, чем на се краях, по-
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Таблица J

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.8 1.0

А’и 23.64 41.43 51.53 55.44 55,53 53.60 47.72 41.79
Яш 29.53 49.42 58.27 59.80 — 54.08 46.35 39.70
К1е
Kin

24.80
30.86

49.61
55.36

74.41
81.99

99.22
103.06

124.03 148.83
142,14

198,44
180.52

248.05
219.27

К.\с 49.15 79,36 116,36 131.00 136.13 135.99 126,70 111.10
f<3u 62.14 111.02 141.38 155.60 — 155,73 141.65 125.71
Кас 51,32 105,16 162.69 223.71 287.30 352.53 485,37 619,11
Кап 65.59 135.69 212.06 293.91 467.21 645,32 821.07

этому для потери статической устойчивости этой арки требуется'
меньше суммарной нагрузки.

Для днухшярнириой арки при /:/ от 0.1 до 0,6 Кт < Кт J 
К:с К;п. Только при двух значениях /:/ =0,8 и f-J = 1,0 коэффи
циенты устойчивости параболической apKtf получаются несколько боль-| 
те. чем приведенные коэффициенты синусоидальной «арки, что объяс
няется большой подъем нетоегью арки.

Ереванский политехнический институт
им. К. Маркса Поступила IS X 1963

W‘. X. Օ.լոյահ
ՓՈՓՈԽԱԿԱՆ ԼԱՅՆԱԿԱՆ ԿՏՐՎ-ԱԾՔ ՈԽԱՑՈՂ ՍՒՆՈհՍԱԿԱՆ 

ԿԱՄԱՐՒ ԴԽՆԱՄԽԿ ԿԱՅՈԽՆՈԽ&ՅԱՆ ՄԱՍՒՆ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Հէէէրիսծում ու.սու№ւասիրվում է էէինուսական աոս/նք/Հ» և էիոէիս/։»ական 
կտրվածք անեցոդ կամախների դինամիկ կա (ունութ լան խնդիրրt II տարված I 
/. խնդրի հիմնական (1*10) դիֆե րենդիաչ հավասարումը, սրի լուծամր 1՝տ.բ-\ 
նով֊Գալլո րկինի մոտավոր եղանակով բերվում Լ 1. Լ'մ) դիֆերենցիալ հա՛- ՜| 
վաոա րմ անր, իսկ վերջինս, կախված աղգող արտաքին, մ ամանակի բնխարրէ 
քոէ մ պարբերաբար փոփոխվող րեէէից, րերվում կ Մատչեի կամ ԽիԱի ղի-i 
ֆե րենցիտլ հավասարՈւ մեե րին:

/>’րկհոդակտպալին ե կոշտ ամրակցված ծայրերով կամարների, նրանց 
կարվածքի փոփոխման երկու հիմնական դես/բերի համար որոշված են կրի-Հ 
էոիկակտն ստատիկական րեոի մեծոլքքյու նր, սեփական էՈաntւոնո ւ մեերի հու- | 
ճախակսւնւււ [J յունր, իսկ ա քնոէհևտև' Մ,սալեի դիֆերենցիալ հակա սա րմՀոն 
ղէէ րծ ակի ցներր և տրված Լ դինամիկ անկւսլունութ լան տիրտ լխրէ
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