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ДИРАКОВСКИЙ ЭЛЕКТРОН В ПОЛЕ ПЛОСКОЙ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ

Введение

Уравнение Дирака для электрона во внешнем поле допускает 
точное решение лишь в небольшом числе случаен, важнейшими среди 
которых являются: однородное постоянное магнитное иоле, кулоново 
ноле и поле плоской волны. Последнему случаю посвящено помимо 
оригинальной работы Волкова |1] еще несколько работ [2. 3, 4j. В |1] 
лзно решение для монохроматической и набора монохроматических 
плоскЪполяризованных волн, полученное квадрированном уравнения 
Дирака. Тауб [2, 31 применил к той же задаче формальный прием 
зависящего от координат матричного „преобразования Доренца*.

В § 1 лается решение уравнения Дирака для случая произволь
ной плоской электромагнитной волны, основанное на использовании 
йроех. ионных матриц,, что приводит к существенным упрощениям.

Важным для приложений вопросом является разделение решений 
на электронные и позитронные состояния. Очевидно, что для пра
вильного решения этого вопроса совершенно недостаточно одного 
лишь требования, чтобы это разделение совпадало с обычным, когда 
поле отсутствует. Применение в некоторых работах (см. напр. [5])

Հ г // ± £
для этой цели оператора I =----- :— следовательно, является неза-

юнным. В § 2 дано решение этого вопроса, основанное на рассмо
трении ограниченного электромагнитного цуга.

(
В |б| плоско вол но вое решение используется для вычисления 
мпт'1Н!>? скоро рассеяния интенсивных потоков фотонов. При этом 
зникает вопрос об ортогональности системы решений уравнения 
«рака. Доказательство ортогональности полученных решений при* 
дится н § 3. Наконец, в ■$ 4 рассмотрен случай монохроматической 
лны.

§ I. Решение уравнения Дирака для электрона в поле 
плоской волны

Рассмотрим произвольную плоскую электромагнитную волну, 
снространяющуюся в направлении оси z ‘'и описываемую всктор- 
(■JanucrMH АН, серия фпз,<маг. илук. N< G «
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-потенциалом А (с—է). Вектор Л в силу попсрсчности имеет две ком
поненты в плоскости лу. Запишем уравнение для волновой функции 
электрона о

А

/7 = х |Г —М — + (0
д(

где s .матрицы Дирака и нее векторылеж?.՜

в плоскости лу. Будем искать решение в виде

1/1 г JM 
՝4 = е ֊0 (2)

Для х получим уравнение

— i (1 — я-) (а - խ/z — а) х,
д~.

где

*0)=;;-?Д (т).

(3)

Введем в рассмотрение эрмитовы проекционные матрицы аг = 
1 -1֊ а.=--------—• Их собственные значения — 0. 0.1. 1, и они обладают сле-շ

дующими свойствами:

а՝.—а., а2—и_, а а_=и_а =0, а =1;
J . ՜ ՜ ш

а,1 = ла , а 3=֊ձ«_.
Представим /. в виде

7 = 7._ J-Z֊, 7. = է1ՀՀ. (5) |

Тогда из (3) следует

- 2t (а г. — թ/п) Z+ — ՀՀ .. (6) I

O = (soj + ) Z_ — aZ.^. (6a)

Исключив Z+, найдем уравнение для Z_

ch A

решение которого имеет вид

•Z_(-.)=/՝^Z0, (8)
где
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(Sa)

a ՝Z0 - постоянный бнслинор. удовлетворяющий условию «+7(1»0. 
Общее решение последнего уравнения имеет вид

(9)

где v — произвольный постоянный лв хкомпоненгный спинор. 
Используй (5) и (6л). находим

). փ п -г- з.зя\ о />7 ш 
г’г՛

(т Х)с. гзк/
(IQ)

причем к - р- еА (-՝ . ֊..внени՛՛ (!.())
лист решение задачи ՛• движении электрона в поле произвольной 
плоской волны.

§ 2. Физический анализ решения

Прежде всего необходимо выделить электронные и позитронные 
состояния. С этой целью предположим. что электромагнитная волна 

А представляет собой ограниченный пакет, го есть А (•) обращается 
в нуль при ■:->֊ эс. Тогда с точностью до постоянного фазового 
множителя переходит в плоскую волну при ■—> х:

. р. + т + ^р\ I--I—— ?•>ջտ| ve . (11)
\(/71 —A) Z.-zpf

Отсюда находим, что при г—- эс 

и. как нетрудно проверить, автоматически выполняется соотношение 
։2 =/г 4 р--|-/тг. Поскольку знаки z и г совпадают, область измене
ний со, 0| отвечает позитронному, а |0. зс| электронному состоя
ниям. Может показаться неожиданным то обстоятельство, что и /», 
до и после взаимодействия одинаковы, несмотря на воздействие ноля, 
зависящего от 2 и է Этот парадокс находит свое разрешение в том. что 

работа электрического поля ( l՝՝dt =*А ( ♦ х) - А(- ос) при наших
— W

предположениях (А--0) обращается в нуль, а магнитное поле, как 
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известно, работы нал зарядом не производит. Если пакет таков, 

ло пения .4 на пределах разные, простые соотношения (12) не 
Г-уд5 г справедливы.

Перейдем теперь к рассмотрению состояний поляризации. Как 

известно между двумя спинорами ( ) в плоской волне вы-

с р .. прлняется соотношение к՛ = а՛. Несложные выкладки показы-
Յ-ք֊/Ո

ва.ют, что это соотношение выполняется и для верхнего и для ниж

него с иноров. входящих в (11). Если р = 0, го, выбрав в качестве у 
собственные функции с.., получим два ортогональных состояния:

v։ = ( ) (спин вдоль оси z)

/ 0\ .
•а. ՜ । ) (спин против оси г).

Отметим, что поляризация после взаимодействия с плоской волной не 
меняется (это утверждение, однако, неточно, ввиду наличия у элек
трона радиационной добавки к магнитному моменту). Следует под՝ 
черкнуть также, что фазовый множитель в набегающий За

время действия дуга, зависит от параметров n.TOCKOi'i волны (р'к).
Следует отметить, что если электрон до взаимодействия поко

ился, то в поле плоской волны он приобретает некоторую среднюю 
скорость. Это становится ясным, если вычислить плотность тока:

7=•> ------. յ։ = . (J
m- (I 4- ;’) 4-/' 4՜ p֊ ^(1 t'։)4-'*j՜!

Из этих выражений видно, что система координат, в которой элек

трон в среднем покоится (/ 0). характеризуется р — 0, /.= 
-- ,тг| 1 ■՝ и отличия от системы координат, где электрон покоился

до взаимодействия \р—V. Հ — т).

§ .3. Нормировка. Доказательство ортогональности

Для дальнейшего удобно перейти от непрерывного спектра к 
■декретному при помощи обычного приема, вводя условие периодич
ности на поверхностях куба с ребром /.. В связи с этим предполо
жим. что

Л(-)=.4(т4-£) (14)
и потребуем, чтобы такому же условию периодичнос ти удовлетворяла 
волновая функция электрона. Тогда
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2w рг 4՜ ,п'՜ (1 ՜ր ՝г) — 'f՝z 2пН2
ր՞^~' 2Х ‘ ~ւ՜

где /I, п2 — целые числа и введено обозначение 

,ւ —

(15)

(16)

(17)

S(t

(18)

л также предполагается, что

РА 

о

Последнее условие (15) обеспечивает периодичность Տ(հ)
Очевидно, что параметр

:֊’ —Л. Д, о.
ու*

где .4 . — четыре-потенциал плоской волны явно релятивистски инва
риантен и, как мы покажем сейчас, не меняется при преобразовании 
калибровки. Действительно, для плоской волны .4Л зависит лишь от 

где п. характеризует направление распространения волны 
«; = 0.

При калибровочном преобразовании

-4(1 -[—-—է ՜՜ .4j, ՜ր՜ ՚ 16)

где <p(w»A\) — скалярная функция. Отсюда находим, учитывая поле- 
речность //3.4 =0, что параметр - не только релятивистски, но и ка- 
л ибровочно ин зарнантен.

Для того, чтобы доказать ортогональность Հ рассмотрим интеграл
л I.

/(/) - I dr ( dz՛'/ . (г, z, (г, г, /). (20)
J J *». Г*'о о

Г 1ользуясь периодичностью

б (а. У. г, 0 - 'Иа\ у, z /., /), (21)

можно изменить пределы интегрирования по z и записать l\t) в 
виде*

/. t.
/(/)= [dr (г, /)'Հ. (г, -Д/, б)- <22>

J J г >- /«'1
0 О

.Мы не пишем спинорных индексов у ձ.
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Введем обозначения

(г. г, 0 у. (Հ z- Հ Z)-?(7, г է) (23)
р г р;

и заметим, что о подчиняется уравнению

'֊֊=«*■ (24)
dt

где

Н ֊ i (1 — « J а \р - еА (*)]. — $т (25)

эрмитов оператор, не зависящий от времени с собственным значе
нием . Согласно общим теоремам ?, относящиеся к различным соб

ственным значениям // и л, образуют полную ортогональную систему 
функций в кубе /?. ’Гем самым доказано, что

/(/)= \ dr 1մ֊?.. (г, 7. Z)®_ (г, t, Z) = 7(Z)C. (261
J J pi. p>’ />л
0 0

io ест֊, ортогональность •'■֊՛ в произвольный момент f. Так как <р՛за
висит от է только через е 1 ’ , нормировочная постоянная не зависит 
от Z. Замечая, что

?_ = (;?г փ+ с“<,
/I А Р X \(m — Z) □. ֊}՝ ”

= 2ս՜“է' К՝ ֊; т:2), (27)

пай тем, таким образом, нормировочную постоянную, которую надо 
ввести в 0 при условии р+?=1:

/•X
(28)

§ 4. Монохроматическая волна

Выделим в выражении (8а) ыя Л'(-:) член, монотонно зависящий 
от т

Л ֊ Г(Л‘-Л’)Л. (29)՝
2'

Вёкгир-поте.чципл эллиптически поляризованной волны с частотой * 
возьмем в виде
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.4, — —--------- sin г cos ют,

(30)
COS XCOS (ю֊- 3),

прячем -. — t -z и з. ? —параметры. характеризующие поляризацию. 
Интегрирование в (2У) дает теперь

*•,. + т՜^ , , Pl 2vns(ti3 .ձ (:) - — - Т փ'--------- - ----------Sin ШТ ”
2Х Мм

£gf.72Sina3.
4 Л«)

sin 2шт 7Ո' COS։ Я ....
—-- ------- Sin 2 («>֊ + ji).

4мв
(31)

В iucthom случае я 3=0 получается результат |1| для плоскопо- 
лярнзованпоП волны.
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II. մ փ и փ и ։ մ

Հ.ողվ։ոծէէէմ տրվում Է Դիրակի Հավասարման ւզարդ (ուձումր հարիք “'/իրի 
պաշտում, էիմնվէէւր՝ ս/րո էեկրիոն մ ա ո։ ր ի պն հ ր ի •>>՝ ւոտպործմ tab վրա: Ա.րվտծ է; 
Հք1ւկարրւնաւին ու ուէէպիւորոնտւին վիճակների րամունոէմ ե !}пЧП Լ արված. "Р 
Լքհկւորսնի րևհոա րում ր ՝,տր/1 </> ч/ո աւ/է[1,րոէ/•/յուն իր Հետո մնում Լ տն՝
փոփոխ: Լուծման ֆիզիկական անալի/քր Հիմնված Լ Լ)ե կա ր սւմ ազն իո ա կան 
աքիրի վերջնական /յուպի ու и nt մն ա ո ի ր ու p յ ան վրա: If սնոխրււմ էոտիկ հարի րե~ 
վֆէէարված աքիրի մասնավոր էքեպրէոմ /ո ւ ր) ու մ ր Հ ում րն կն at մ Լ վււյկովի Հայտնի 
արւ( յան րի Հեէո:
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