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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

Е. С. СИНАЙСКИЙ

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ СПЕЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА. 
ИМЕЮЩЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ В ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ

§ I. Связь между изображения.мн преобразованных по Лаплас՝ 
ядра /< (/) и резольвенты /?(/) уравнения Вольтерра второго рода с 
разностным ядром имеет вид

1 -г/г 0.0

где черточками отмечены изображения соответствующих функций. 
Если изображение резольвенты удастся разложить в сходящийся при 
Rep^>so>O ряд по обратным степеням операционной переменной /»

7г-_.
я^оР’+։

(1.2»

то сама резольвента представится рядом
. .71

/?(/-•)_- - ч_. 0.3)
„То (Л + 1Н

Выражения (1.2) и (1.3) составляют содержание тождества Вольтерра 
в операционной форме |1| (стр. 122).

Если в качестве ядра /<(/ -) взять функцию Абеля

/•=*-Г((^ <«>-!>. <>•<>

то резольвента получается |2| в виде

/? ( а: г — ”) = аЭ« (>■ ■ / , /V A‘(t 
Л1|(лЧ- !)(«+ 1)1 (1.5)

Функция Ю. Н. Работнова Э* (>•; / ֊ |3) в теории наследствен­
ной упругости выбирается я качестве ядра наследственности.

Соответствующий подбор параметров по опытным кривым по­
зволяет с ее помощью хорошо описывать процессы деформирования 
упруго-наследственных систем. Выведенные в работах [3—5| свойства 
оператора Эа(К) лают возможность эффективно решать большое чист 
задач теории наследственной упругости.
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Благодари специальному виду оператора Э1(>)

Э; <>)/</> Сэ, (X; (1.6)

при его воздействии на интегрируемую функцию /(Г) и ввиду про- 
готы изображения функции Эв (Հ /):

Э«(М /» = ֊ ֊ (1.7)
Р ֊

свойства операторов Э«(Х) можно перевести па язык операционного 
исчисления. Все теоремы для операторов Э’(Х), переформулированные 
для изображений Э« (X; р), выглядят конструктивно так же. Приве­
дем основные из них

Э.(Х; р) = Эд-(^Т> Լ՜1և^ Հ) . (tJ
Л — Р

I tf՜1 ~

Выражения (1.7) (1.10) позволяют линейные статические (без 
чета инерционных сил) задачи теории наследственной упругости с 

ядром наследственности вида г)а(/-; / — ') эффективно решать также 
и операционным методом. Кроме того, знание изображения функ­
ции Эв(Х; /) согласно (1.7) дает возможность получить новые свой- 
гва интегральных операторов Э«(Х). Так, ниже будет получено вы­

ражение произведения Э- (X) (и), когда з փ при его воздействии
на степенную функцию.

§ 2 Преобразованное по Лапласу выражение э! (/) Э^(ч)Г имее. 
зил 

где / оператор преобразования Лапласа.
11усть а ֊հ 1 = а и -j 4- I = — — несократимые дроби меньше

■дииицы, а числа а, с, т. п—целые. Правую часть (2.1) с помощью 
подстановки p = zrn можно представить конечными суммами вида:

— — - I . -CL _ •?
‘ ~ип л .... <■ гп л ■•■cm "л сп
V) (I н- 0)1 V 7/J (1Н-о)/?
— а — .41
*•’ т п-

Р * />—!«■
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«я 1_ճ
Э.(Х; л)Г(1 4-8) £.4^' "

гт
х Э.(р: р) Г (1 4-Հ) У В,р п

(2.2)
Постоянные Կ и ti. определяются методом неопределенных

коэффициентов.
Назира тлясь к оригин .мам, 

Հ<0 при ձ ք I max I—— ■ ’ .
I г cn

•мЛ)э;1Ц)/ v?b3’(,.)
»-l

получим ДЛЯ любого >0 и для 
т   1 |
п сп I

(2.3)

При а = 7 (2.3) переходит и формулу IO. Н. Работнон.ч |3|. Непосред­
ственное вычисление по формуле (2.3) затруднительно ввиду мед­
ленной сходимости ряда (1.5). Поэтому для больших значений / удоб­
нее пользоваться соответствующей апроксимацней Представляя изо­
бражение Э«(л) / в виде

Н1 + Կ 
/>| + (/>' —М

А 
r<14-8)V> ' >"■ l+rv<P). <2-4) 

«-0

но теореме 11 работы (6j (стр. 218) получаем при 0<г=1 4-а<1 
н любом л (в общем случае комплекснозиачиом)

<(>.)/՛՛
£'х—г(14-: пн

Res ,.րՀՈ. (2.5է

г ։
где вычет вычисляется н польке р = при nrg>. <Հ v.r и отсутствует 
в противном случае

При >.<0 первый член суммы в выражении (2.5) совпадает с ап- 
роксимацмей автора |7|, а апроксинация, полученная в работе |8], 
есть частный случай (2.5) при 5 0.

Оценка остаточного члена методами работы |6| даст
|րԱՈ Г(1.^)Г(™ й,.л.. (2П1

sc Га * *

где г»

а փ г.г — игц л |.

I ՛• sin - при 0 <. * ч,

IК при ձ • 4
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§ 3. Решение ряда задач теории наследственной упругости со 
сложными реологическими свойствами связано с нахождением резоли 
венты ядра вида

К (К; է — -) - (|i. է (З.Ш
Согласно (1.1) изображение резольвенты ядра (3.1) представится так 
ք_ Պ 0>,и —Р) ___ (3 J

—Ji)—Л,(/Гх» А)

Полагая, как и раньше, чти а • 1 а - հ 1 несократимы՛

дроби, можно рациона лизировать выражение (3.2) подстановкой р 1*4 
Однако, разложение на множители получившегося п знаменателе 
многочлена высокой степени затруднительно. Приблизительные те­
чения параметров а и т, определяемые в результате обработки опыт­
ных кривых ползучести, позволяют обходиться многочленами не вьш| 
питой степени в случае, когда а | 1 и 1.5; 2; 3 п 4 раза больше, чем 
7՜ր I. Представив изображение резольвенты (3.2) суммой простых 
дробей, можно с помощью (1.7) перейти к оригиналам.

§ 4. В качестве иллюстрации рвссмогриы задачу о прогибе сво­
бодно опертой по контуру трехслойной изо;ройной пластинки со 

слоями одинаковой толщины, рапной — обладающими наследствен- 

ной упругостью, причем к среднему стою ил одного материала при­
мыкают два одинаковых слоя из другого материала. Жесткость D та­
кой пластинки по книге С. Г. Лехиицкого [9] /'стр. 2G5) имеет вид I

Հ ձՕ-Տ-тМ
где £'։. *։ и ձ:. .. упругие постоянные соответственно внешних и 
внутреннего слоев.

По принципу Вольтерра-Работнова [3] прогиб такой пластинки 
получим заменой в решении соответствующей упругой задачи [10] 
(стр. 119) жесткости при изгибе D оператором

,>։=iv(ч) I ,՜6-’’11 ՜ ։՛ -(4՛2՛12x3/11»! I — т I
где Дм и /Гад —упругие модули в начальный момент при i=0,

Хотя коэффициенты Пуассона *։ и меняются со временем, 
квадраты их величин достаточно малы, чтобы с небольшой погреш­
ностью .можно было принять в качестве •*, и •>. некоторые средние их 
значении

Величина прогиба рассматриваемой пластинки имеет вил 
—----------------- J

— 1-.^Հ I?,I
где
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I д — _ ֊6 Xtfpt хЙ^<10_

1—V? 1-Հ (!-՝{)«„ ՜ (Г-Л)«„

Q(x, у) величина, зависящая от размеров и формы пластинки, от 
величины и распределения нагрузки и независящая <т свойств мате­
риала пластинки.

Обращение выражения — . 1 . — согласно 141 сво-
1 - «։Э, (3J - <22Э, (?,)

дится к нахождению резольвенты Р ядра է ՜) —
тв«Эт(&; է ')• Изображение резольвенты для этого случая имеет 
нид (3.2).

Рассмотрим числовой пример для пластинки, которая находится 
при комнатой температуре и имеет внутренний слон медный, а на­
ружные из алюминия. Обрабатывая опытные данные, при веде ин нс в 
•яботе |11], получим для алюминия и меди соответственно:

а - - П.4, & ֊0,1! (час)՜°Հ Կ = 0,097 ( час) ° ".
•Դ -=0.4. ձօյ -6.76-10’° н-‘м*.

7 = - 0.7. >8 ֊ 0.45 (час) ՜°Հ /. = 0.36 (>аг 0 .
•^ = 0.38, /:о;= 10.2-10’° я/л3.

՝щда <^=0,091, а. 0,0203,
/)ր _0,02030,09! р^1-г_0.0432_ = 0,045
՜ 0,43р°-6 ф 0,019 Հ'1 -֊ 0,0063 ՜՜ />”■■’ 4-0.421

֊0.063 + 0.1125/ 0,0634-0,4125/ _ Ա и
р^ ± 6՜0045 »- 0,1233/ >»•’ 4- 0.0345 ֊ 0,1233 i ’

Переходя к оригиналам по формуле (1.7). имеем

-------- -  ֊--------т----- 1 г 0,45 Э\.; (- 0.421) -г (֊0.063 М’.4125/)Х

х Э10.7 (-0,0045 - 0,1233/) ֊ (֊ 0.063 -0.4125/1 X

ХЭ’-о,1 (-0,0345-4֊ 0,1233/). (4.51
Подставляя (4.5) в (4.3) и используя «проксиманию (2.5> при 

(5 = 0, /= И;00 час. .V = 3, получим

I в0(т)

Итак, величина прогиба рассматриваемой пластинки с учетом 
ледственных свойств в 3,5 раза превосходит прогиб, образованный 
1000 час, с учетом только упругих свойств материала пластинки.

В заключение благодарю М. И. Розовского за ценные советы и 
Суждение работы.
пропетровский горный институт ! 1<»счvinuin 7 IV 1964
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Ե II. UbXILKIJ’il’

ՍՈ՚ԼՓ-Ի ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ Ս‘Ե.4 ’ւ1ՓԱ1141ՒԹՅՈԻՆՆԵՐ ՈՒՆԵՑՈՂ ШПЬЧ
ՈՊԵՈԱՏՈՐԻ Ս՛Ի 141.'եԻ ՀԱՏԿՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ и t. մ

Աշխ ատ ութ լան մեջ էապլասի ինտև զր ա/ ձ.ե ափոիոք ան հիման վրա 
ո տարրիս ծ են Յա.. ե. Ռտրոտնովի 3- (/Հ է — ՜) կ,,ր1,րԼՈէ1 ինտեդրալ օպերա­
տորների նրէր հա ա կութ լո Հեներ, որոնք 1^’“քԼ "՛ալիս լուծել մ աո ան г լական 
աոտծրլակտնուիմ լան mhunt թլան խնդիրներ, երբ Որպես ոորյքի կոր իրք ընտըր- 
վում Է Չ. և ք. տարրեր պարամետրերով Э-? (/Հ ՚ — ՜) ֆունկցիաների ղու • 
մարից կազմված մի արտահտլոէութլուն է Որոշված է ■/ աո անզական հաւոկու- 
fdլուննևր ունեցող եոաշերա սա/ի ճկվածքը։
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