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ТЕОРИЯ ПЛАСТИЧНОМ И

М. Л. ЗАПОЯ II

О ДВУХ ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ ИДЕАЛЬНОЙ ПЛАСТИЧНОСТИ

В статье исследуются задачи о предельном состоянии прямо­
угольной плиты и толстостенной цилиндрической оболочки.

В рассматриваемых задачах материал полагается жестко-пласти­
ческим и подчиняется законам теории идеально-пластического течения 
с условием Губера-Мизеса |1 — 4]. Для решения этих задач использо­
ваны результаты, полученные в статьях [5 б|.

§ 1. Совместный изгиб, растяжение и кручение прямоуголь­
ной плиты. Обычная теория пластического изгиба плит основана на 
гипотезе Кирхгофа-.Ъша |1. 2, 7] и др. Не пользуясь указанной 
гипотезой, рассмотрим предельное состояние прямоугольной плиты, 
вызванное изгибающими моментами .W1։ AL, растягивающими силами 
.Vj, N2, крутящим моментом Н и касательными силами Q. приложен­
ными на торнах плиты, фиг. I.

42

Фиг. 1.

Принимая в решении, приведенном н ;5|, некоторые произволь- 
ie постоянные равными нулю, получим:

для компонентов напряжений

֊ =. . - (Լ1)
1 . ։ ■

'.где
7лу=С0+С։г; (1.2)
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для компонентов скорости перемещения —

и = Лгхг 4- CjVZ 4- .40х 4 Doy,

:՛ - С\xz - S,yz + (2С0 - Ц>) х - В.у, (1.3)

V֊’ ,1յ ' Հ' ги (Л R \ -г
--------2 —2՜ ՝-------- շ—' ~ с’ ■ ՜ (՞4° ՜ ‘՜ о)

Как в этом, так и в следующем параграфе ‘.точки — символы 
производных опущены. Так что Л։, будучи произвольными
постоянными по отношению к л, у и z, могут зависеть от времени 
или от аналогичного параметра.

Принимая, например, .4^.. 0, компоненты напряжения можем 
представить в виде

. А’|2а0 . ^ + (2 г ձ,)2| . Н«в + 2^֊(1^,|21լ - • з.» ------- -т— ՛ ■ ■«
|/аг2-|- 4֊ •. Гаг։-Ь2^ -1-;

• (1.4)
_^<էՀճԼ. 3г=։Хх. = . о.
Г «г2 -|- 2?г 4- 7

где обозначены .40 = Д0.4։, Ва = /;0Да, byAv Со = с0Д։, С, = <г֊11։

ւ^1 հճ- fr} ։ ci,

3 = a0 4- ЬаЬг 4- CqCj 4 - ֊I ծ0). (1.5.

; — do ֊} ՜է ՛ tf(< ՜ (o.

Имеем следующие граничные условия: 

-ft

11

Svtfz = N\,

-ft

- rytfz = Q,
V
-ft

ft ft
nxzdz — M։. ^,zdz M.s

-ft -ft

Подставляя ;։. -v и -лу из (1.4) в (1.6) и 
ft

ft ք-, -/է • - J /згг 4-2?2 
-л

л
[ -^zdz = H.

-ft

вводя обозначения
я

Z = 0, 1, 2,

(1.61

(1.7)

находим
'^ = (2^4 *u)/0- (2 *,)/„ 
К

-V= ֊(«« 2/>o)ft. (1 -
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~ “՜
^ = <2а,4 ծ,)/,֊(24-Л,)/.,.

А •

/ - (а,+ 2ծ,)/, + (! -2i։l/,. (և9)
'Հ

~՜= ('Jo ' ei‘v ' =f-o/j4-G4- (1.10)
A! A՛

Полученная система н< шести нелинейных алгебраических уравнении 
содержит пять неизвестных постоянных. Шестое уравнение устанав­
ливает сротиош ние между внешними силами, при котором наступает 
предельное состояние плиты. Из этих неизвестных постоянных три 
можно легко исключить. Определяя значения /„ и/, из (1.8), а также 
/. и L из (1.9). получим

_ 2А.. А\ - />։ (2Л\ - .V.) /..   ֊ • — - •
3k (bn — алЬ։)

/ М2л\- aii-^ai-aj
3k(h։j — лД)

/ = ֊2[։)_
1 3*Д-г/Д)

л _ (2/1Հ- .И2)-^(2AL Ч1
ЗА։ (Zr0 - <Ժւ)

причем предположено ծ0— <?Д и. Приравнивая правые части (1.12) 
и (1.13), будем иметь

Ь 2М,_Мг 2,4-Л, 2Л, \
1 2М։-.М։ 2/Vj-.V5 ° 2Л1, .и, *

Подставляя значение Ьх из (1.15) в (l.l 1), (1.12) и (1.14).

'• •'■■■ 'ч . ; ծօ)1
3k |(/Wt^aflA։> (^փ2ծ0) -<MZ1 </0Al) (2a.՝- bn)\

z (2Л1, ֊ ЛЬ) [A. (a0 4- 2b0) - Al (2a0 -j- frj]
1 3A{(/Mt -j a0/V։) (fl<f 4 2ծ0) ֊ (Af2 !• л04) (2a0+ ‘

I = ___ (2M - AJJ |MX (au -I- 2ծ0) - M, (2an4֊ ծ„)]
’ 3k |(/W։ 4- (<?04- 2b0) - (,Иа 4- a0.V2) (2an -r Հ)|

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

находим

(1.16)

(1.17)

(1.18)

В выражения для /0. /, и Л входят дяе произвольные 
йяе «0 и Ь», поэтому выражение для определяемое по 
также следуемые из (1.10) выражения для с0 и с։:

с с______

Ду же будут зависеть только от и հո Ьй.

нос гони-
(1.15). а

(1.19)
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Вычисляя значения интегралов (1.7), получим

р «//-֊J- 23А — հ У շ հ -I- ֊-у
Հ ֊ -1- In - -------- ---- ■ --------- ------- կ֊ . (1.2СИ

»/я У th* 23A-f֊7 —
1 ’

, р яЛа -J- 2[ЗЛ 4- Հ—р а//г 23//Հ- ■;/, _ ֊—

1֊ 4հ* + ^)ւ+1 + I u А < -f-

4=1" - ֊ -------------------(121)֊
Р'аЛ---23//+7— p' a/z-4- ֊

I ։

/. ^2_^|. -я/г'-’-^-23//+7 4 г-~ к да-՜ 2йГ֊\ - 
2а։ 24

/3А2423Л՜4 I д А 4-4=- 
+^1п-------------- , у?. (i.22)

->а 1 а р аА2 — 23Л4 7 — J а Л -J-----—
Ид -

Далее, делая тля упрощения некоторые 
иметь

। аЛ24 2?Л I 7 41 « h 4 
________________  1 g

I ih" 23/?.-ք֊7 — /з h —4—
I д

преобразования, будем

-гоЛ (1.23)

1(7 {- ЗЛ)/0 1֊(3S 2A)/142a/։p-r

(\ ֊ ЗЛ)/0-j (3?J дА)Л i 2д/5}’ ЗЛ’(«Л2 4 7). (1.24)

(7 + ЗЛ) /0 л (33 + аЛ) /, 4 2»/8)3 ֊

!(7֊ЗЛ;/О р(Зр-аЛ)/։ -2а/8։?= !6Л’3. (1.25)

Чва уравнения из системы (1.23)—(1.25), где /0, /։, Л даются 
формулами (1.16)—(1.18). определяют неизвестные постоянные а0 и 
Ло, а третье уравнение устанавливает соотношение между внешними 
силами.

Считая, что значения а0 и ծ0 гем или иным приближенным спо­
собом определены, напишем выражения компонентов скорости пере­
мещения (1.3) в виде

Z’ = 'VC 4 с։ус I- aQx 4 ^у.
•Պ

= I ։хс 4 b^yz - (2г0 — ՀՕ .V 4 Лоу} (1.26)
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9?я
х= 4. v= 4 (յ 4 ծ,) շ5 4 2сгху 4 2 խծ փ b„) z.

•՜Ն
Очевидно, что для определения .4։ и մ„ требуются данные относи­

тельно скоростей перемещений.
Рассмотрим теперь более простой случай, когда толстая прямо­

угольная плита подвергается только изгибу и кручению. Положим.
что ня 
же и и я 
Тогда,

торнах 
zpj. хр: 
полагая

плиты соответственно приложены нормальные напри- 
и касательные напряжения *7 (фиг. 2). где /.«sign?, 
в (1.4) д0 = h9 = co = 0. получим

‘•О’

х/г(2+/Л)
V1 ֊1- /»! 4 ծ! -р ci 

х£г3

y.k(\ 4-2ծ,)
V\ + bl + b*-\-c'i

Определяя неизвестные 
А, и с։ из краевых условий

Ь^-Р*
2P,֊Pz

37
2Pi— Pz 

(I 28)

причем 2рг — р3 0, поскольку 
<4г 4- 0, находим компоненты 
«пряжения а плите

Ту. = 0.

•7,ք — У Ру, *у — 7 Pi- ~хч —
3_. = = 0 (1.29)

и зависимость между plt р.. и у

P?-AP2֊l-^֊f-372 = 3A։.

Компоненты скорости перемещений в этом случае буду г

(1.30)

it 37

2 а1

Л1

37 
2Рх - Pz

2/>ւ~ Л
у4- 4>у.

Л-г 42ձտ_ Луг —Հյ?Հ 
2/և - Pz

(1.3!)

д= 4 Pi
Pt 2^1 Pi 2Pi֊P։

у
А

На фиг. 2 показан тот случай, когда и р2 имеют одинаковые 
паки, однако, полученные формулы верны я для /49,, < 0.

§ 2. Об одной задаче предельного состояния толстостенной 
рлиндрической оболочки. Пусть толстостенная пи 1индрическая обо- 
очка из несжимаемого идеально жестко-пластического материала 
^ходится под совместным действием приложенных на боковых сече-
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пнях 6 — ± % изгибающих моментов и растягивающих сил с интенсив­
ностями М и Т, а также внутреннего давления Р и продольных си.: 
2Л'6։1, действующих на концевых сечениях г= Z (фиг. 3). При этом, 
очевидно. T = Pi\.

Фиг. 3.

Хналогичная плоская задача. когда отсутствуют продольные де­
формации, исследована Р. Хиллом 13|.

Чля решения поставленной задачи используем выражения ком­
понентой напряжения я скорости перемещения, полученные в [6i. 
Принимая в этих выражениях некоторые постоянные равными нулю, 
будем иметь

Г___ £ (2&б4-гг) dr _ _ . _n
J / =ք ֊ր Տ. -ь £• г
ք\

k (2so֊r г.) k (ео — 2г,)
s'+7^r+7 (21)

«»֊ 4 -4 . ։ = В. (2.2)1
г-

и - (.4 + Я) г -
г

:՛ (2/1 В) rd. w - Bz. (2.3)

Принимая Շ՝ == О и вводя обозначения А — аС, В = ЬС,

у. ֊ а2 -|- ab 4- Ь-. 3 = а 4- — Ь. 
О (2.4)

где а и ծ-новые произвольные постоянные^ выражения (2.1) (2.3) 
можно переписать в следующем виде:

r_jML_ <Р՛
J /аг4 23г"֊\ I У ՝ •“г.- — ՜քՅ — -i.- — ().

0 ; (23)
I 2?гг+ 1 ‘ |/3Н — 23г/-■- I

-- = (<' 4֊ Ь) г -а- 1 , '֊֊ - (2а 4- b) rd. = bz. (2.6)
С г С С

Используя условие из внутренней поверхности г rit получим 
74 = Р. Тогда, вычисляя интеграл для выражения будем иметь
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I 23г? 4-1 — Зг? ; I Г-' 
}ЛТ< — 23г«4- I՜ — Հ

;.с I пг? — 1 + ) х Г;------ 4=-
--^=-1п--------------------------------- Iх «

' 2 I շ^—Հճր^ •՛. I 4֊ | Т н-------Լ_
> 3

I Из условия на внешней поверхности =, (rj = О находим

(2.7)

(водя обозначения

Р - \ ~ ^г' — 1 >
Ji-' -■ ■ . (2.8)

р- յ , I 28ր=-Ւ1 + ր ։/•- -^-
I dx 1 . ՜ [а ,л л\ - . ——— — —֊-- In ------------- 1--------------------------- ----- • (2.9)
J.j ах2 —23х • i | а յ 7Л. . .Հ । ք зг 
г» | а

I

, f dx , каг*-2?г24-1-Зг> j 1 ր-,
I ■;■<- ■■ In ՚ "'Ն ՜ ՜՛ ---------------■ J I .r= — 23л-֊? 1Հ7.Հ 28r= L 1 *r’+l r-

получим

(2.11)

и

вставляя выражения -?о и ~г из (2.5) в соотношения 

;г
֊- М. | ^rdr X (2.12)

лспи.п/зуя в ходе преобразования (вухкратных интегралов равен- 
во (2.8), находим

9 И
"к =ՀՀ-1)/0 + ?1,-ք^

9.V Ч (213)
֊ր=րք(?/0^/£) 

հ ձ

j? введено новое обозначение

xdx _ I «rt—2։зг$-м —1Հ«ր; — 2p;T"i
Уала~23х+1 а
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0 и 23r|-f- I -L|/3 r|----- -L-

՜' -In - - ■•— ------------------Ц—- (2.14)
1 ir' %r?± ! Հ- 1/ a r* —1' 

Систему уравнений t2.Il) и (2.13) преобразованием можнопри­
вести к более простым выражениям

I I -1 ՜տր’՜֊^2խ-ք՜՜1 -23 <2'Y ZL?rlL
’ * 3kb

(2.15)2k) ■ 1 зь f

I '7rj -2V-4-1 I Г-

lz aH — ՜շՅր^-է֊ 1 — Տրշ -- 1 r\

[ 23*(2/V -Prj) ?(2/W Prf) P|
=expl—------------ -k—Ժ (216)

1 1-/14 - (2Л, _ Pri) 2M _Pr, I
—= exp------------------------------------------ |

k'irf - 2^Հփ H-|/ ar*-------L- 1 3kh k
’ 1 1 /a (2.17)

Таким образом, получена система из трех алгебраических уравнений 
(2.15) (2.17). содержащих два неизвестных а и Ь. Третье из этих 
уравнений дает соотношение .между Р. Л! и V. при котором насту­
пает предельное состояние оболочки.

Отметим, что условие

Т, (2.18)

как нетрудно проверить, удовлетворяется тождественно.
В случае отсутствия продольных деформации появляется поверх­

ность разрыва. Принимая б выражениях (2.5) b 0, получим

гг — D ± 2k In г, го Ն±2հ. й{ \ k (2.19)

Принимая D различным на разных сторонах от поверхности разрыва 
г - г„ и удовлетворяя условиям 5г(/у) = — Р. 7z(r2)-=0. ez(r0 —0) = 
- =г(г0 1-0), находим формулы

֊ր=-2/?1ո֊Ն 3f. 2/г(1-1п^. դ<րՀր.. (2.20)

=z= — Р-2А1п—. co- -Р l-2*(l 4-In— Y r։ r r0.
X. G /
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_ р 
----------- 4* 

го = Г г։г։с‘

полученные Р. Хиллом |3]. Как в первом, гак и в этом параграфе 
пренебрегаете»! изменение геометрических размеров тела в ходе де­
формации.

нститут математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 24 VI 1964
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Ա մ փ ո փ ո ւ մ

'Կախորէք ■'.ուրք աձնԼրամ uitniigi/itii' ււ/յաքէէոիկ ո ւ//յուՆ in ե и tt tf.l յ ան հավա­
սարումների tf ասնաէ( որ րռձ ու if ների Հիման վրա կտււ tn tj •( ում են երկու Նոր 
իՀւ.է/իր: . էի / ո ւ հ) ո. մ 1 ձ ր: lj.il.ttl ին էէք ա ր ա է; ր Ш ՛ի ու մ ntun է մն Ш и ի րէք ո է մ >, mqqwh- 
կյուն սայի սահմանային վիճակր. հրր նրա մրա ա՚դղոէմ ձհ ձէքող tn<Jhp, ծոող 
4 պորոէէ մոմենտներ։ տուպին, այնպես Լյ երկրորդ էէյարագրսմիու մ
էէււու.մնտ սիրվոէ[ խնդիրներում րն qnէնվում Լ , որնjnlffl t անսեդմելի Լ և ենթարկ­
վում I. ^ուրեր֊ք/ իէքեէէի пцш n ուիէրո թ յան պայմանին: Ii ր I/ր п ր q որորադրա- 
‘{‘Ոէէք ւյիտարկվում էշանային ՝,աոտ J!ա՚չւսնի'ի համաւոեւչ ծււման ե ձւրքան 
խնղիրր ' qi>. Յե
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