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В Н. МОСКАЛЕНКО

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ТРЕХСЛОЙНОЙ ПЛИТЫ

На основе применения линеаризированных уравнений нелинейной 
эрии упругости дано точное решение задачи об устойчивости тол- 
эн трехслойной плиты при условиях типа Навье на боковых гранях 
эпертый" кран). В качестве контактных условий использованы ус.ю- 
я отсутствия проскальзывания между слоями. На конкретных при
зах дано численное сопоставление результатов точного и извест
ие приближенных решений.

§ 1. Задача об устойчивости равновесия упругого тела при огсут- 
вии объемных сил сводится, как известно jl. 2]. к определению 
бственных функций и собственных значений краевой задачи для 
|н.еарнзнрованных относительно возмущений уравнений нелинейной 
оран упругости

4- £“■՝: + *н_ + L -г,' о, 
дх ду дг

'Տ֊ +^i4-^4-iCT- = 0. 
дх ду dz

(1.1)

д՝
дхду

շՀ-— + 24 JL) 
dxdz dydz)

при граничных условиях

о
v dy 'v։ dz cos ny 4

(1.2)

Ноликом обозначены компоненты невозмущенного напряженного 
1ЯНИЯ, относительно которого предполагается, что для его опрс-
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деления могут быть использованы уравнения линейной теории упру
гости. Штрихи относятся к возмущениям тензора напряжений, век
тора смещений и поверхностных нагрузок.

Используя для возмущений закон Гука, получим систему урав
нений для возмущении компонент вектора смещений

. о /ди’ , dv' , dw'\ , , „ . ra , Л< t. — ս) — (-------- 1-------- p ) 4- սձ// ւ /Az = 0,
ժ.ր \ Ox ду д: /

('•֊a) + + = (1 ֊)
ду ՝ дх dy dz /

.. . д /ди՛ dv՛ , <Խ'\ , . , tQ , n
(>• I- p) I — 4-------- i------ ) -г է-ւձտ՛ 4֊ = 0.dz \ Ox dy d: /

§2. Рассмотрим устойчивость равновесия упругой прямоугольной 
в плане плиты, составленной из трех изотропных слоев. Плиту будем 
считать симметричной относительно плоскости г => 0 (фиг. 1). упругие 
постоянные >г, и, для крайних слоёв одинаковыми, а коэффициент 
Пуассона одинаковым для всех трех слоез. Кроме того, будем про 
полагать, что нагрузки р и р։, </ и qx связаны соотношениями

_ձ = £ւ. Ճ = ճ».. (21)
Н !* Н

При этом не возмущенное напряженно? состояние определится 
равенствами

=" = -Р. հ-~9. = -Հ. = 0 (2.2)
для среднего слоя и

а. = о (21
— для верхнего и нижнего слоев (фнг. 2).

В качестве условий на боковых гранях (л՜ — О, л* а, у = 0. 
у = /0 возьмем условия вила



Об устойчивости трехслойной плиты 67gBts: ՛-. ՜_— — - ւ»ւււ՛ յլճ՛ ՛1 ՜՜ * ՛■ тд^-հ . . r-rw —■=: - ■ — — — — —և- ՜-—=а-л

=6, «ր==0, <£' = (). (2.41
an

Здесь и далее штрихи опускаются; — нормальное напряжение.
— нормальное смещение. и։ - смещение в направлении касательной 

к контуру плиты. Условия (2.4) соответствуют известным в теории 
пластин и оболочек условиям Навье.

Фиг. 2.

и\
.-•֊ձ֊է'

|риравнивая 
олучим

В качестве условий контакта между слоями выберем условия 
“утствия проскальзывания. Это дает

и.\ , т»| = г! . w I =w| . (2.5)
‘.•֊//-О Դ Л О Ь-Л‘0 և-հ-О k-Zi+O

компоненты усилий на площалкахповерхности контакта.

խ »$л| . ձ\| -ձ\. , ծ\.( \.| .(2.6)
I Ս-ււ lz-Л С |; Л4-0 1?-Л~0 |г-Л4<»
[Из условий (2.6) и (1.2) найдем контактные условия для компонент 
за пряжения

= "лх . . “v.՜; = ~ys I . | հ4 . (2.7)■иуй-и I;-??-֊։։ ' j.'-fr-u Jz-A-jO |г=»А I» гг-Л+О
[Аналогично для свободной поверхности получим

^1 =0. =0, cJ =0. (2.8)
ե-ЛЧ-// ՜ և-h~J! к-Л,//

I §3. Решение уравнений (1.3) для среднего слоя будем искать в 
Виде, удовлетворяющем граничным условиям „опирания* (2.4)
|s= F(г) cos А’։л՜ sin /г2у. v = Ф (г) sin kxxcos л2у. w = Ф (г) sin k,x sin k2y.

Հ = (m„ m։=1.2---). (3.1)
I a b

Подставляя выражения (3.1) в уравнения (1.3), убеждаемся, что
■функции F, Ф. 4՜ должны удовлетворять системе уравнений
I ՜ !('• -Нх> -Н 1 — ’) յ^՜-’| /'՜-֊ (X 1 р) Ах^.Ф 4- (X փ р.) £յՓ' = 0.

I ~ (X 4 Р-) — рФ" — |(/■ -Ւ !*) А; -}֊ (1 — а) ц/г*|'Ф + (X փ и) /г2’Г' = 0,
I — (X4- н) — (X н) А.Ф* 4֊ (а 4- 2а) ՝Г” — (1 — «) иА,г‘Г == 0 (3.2)
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/ pk՝x -|> q№, \(**=*?-l*i. z=—'֊/--)■

Корни соответствующего характеристического уравнения даются йн- 
ряжениями

илв- •**»• Ն,< = -г*’ *з.б ~
Здесь

г-=г;-=А2(1 а), г֊ = А*(1—'»). •=.-֊֊'
Հ՜ր Х<Х

Общее решение уравнении (3.2) имеет следующий вид:
F (z) — (— ksat 4՜ А։«։) sh rxz 4 kxa3 sh г3г 4

4- (— А-շծյ 4- АД) ch rxz 4- AXA3 ch r3z,
Ф (z) - (A։ft։ 4 A2a։) sh rxz 4՜ A2a, sh r3z 4 ( Հծ։ 4 A2AS) ch rxz 4 Ajb3ch /у.

£.2 /.?
»F (z) = — fljchrj? փ r//achr32 4 ֊ b.. sh rxz 4 r3b։ sh rj. (3.3) 

Դ ‘ Դ
Здесь «ւ-з, &-з — постоянные интегрирования.

Для дальнейшего необходимо определить выражения для‘трех
компонент тх., ~.уг, -з. тензора возмущений напряжений:

। / k- 4- г\ \
-хг = Р ( — А2гх«։ • Ь Ах--------- ах) ch rxz 4 2Axryz4 ch r3z 4 ։

I \ G /

(A*. I - f- \
k3rxbx I Հ---------- - b\ ) sh r\z + s{։ GZ cos Axzsi։i № 1

r /
I / A2 4 r;' \

- у.- = и u Vi“t + —----- (Կ) Ch г,г ֊• 2А։гла3 ch r3z 4

/ k2 4 f j \ I4 Լ Ь\ГгЬх • k3---------sh i\z 4 2А2г3Ал sh r3zj sin k3x cos A.y, ( I)

a. = a (2A։a։ sh rxz 4 (A;! 4 r\) a3 sh r3: 

- 2A’A3ch r3z -I (A2 4 rj) b3 ch rzz1 sin kxx sin k2y.

Решения для крайних слоен имеют аналогичный вид. Для верх
него слоя вместо величин р, а(, Ь։ следует подставить р։, .4/, ft, .. 
ДЛЯ НИЖНеГО СЛОЯ — |1։, Al, Bi.

§4. Из симметрии плиты относительно плоскости s=0. а та! 
из свойств граничных и контактных условии вытекает, что возмой 
два вида потери устойчивости, сопровождающиеся, соответстве! 
антисимметричной или симметричной деформацией (изгиб и сим 
тричное выпучивание).

В случае антисимметричной деформации должны выполнят 
равенства
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/^ = 0. .4/ = Л/. Л֊֊й (/ = 1.2,3). (4.1)

Удовлетворяя условиям (2.5). (2.7) и (2.8). получим девять уравнений 
для определения девяти неизвестных а{. Ai, Bt. Критические значе
ния параметра я внешней нагрузки получим, приравнивая нулю опре
делитель системы уравнений. При этом оказывается, что определи
тель распадается па два сомножителя. В связи с этим рассмотрим два 
клучая.

1. Первый сомножитель равен нулю:

ад ՆՈՀՏ։=0. (4.2)

[В этом случае должны выполняться равенства

а.. = а3 = 0, .4.. = = О, Я, = В3 0.

Компонента к» вектора смешения обращается в пуль.
2. Второй сомножитель равен нулю:

;a4('?C,S։ UiS.C.) сЛ !-(?s,c։- 4ЙСД) ds,«»l 
+ «a’(fA>A- 4/?Տ։ր։) +

֊է֊ |С։( С,С։—1) — ■1/.Й5։5։11(2 — K)։/,s։ 4(1 ։)։Л'։Д| +

K!S,S, - 4(C,C։-1)1 |(c֊2;rz,֊.v,֊c’(i - ։)’դտ| = о. н.з)
I Здесь

et = ch A. 5/ = ֊—*— • C, = ch n II.
h

lpn этом постоянные սՀ. 41։ ՀՀ должны обращаться в нуль. 
Симметричной деформации соответствуют соотношения

,/1 = 0. д;=—.-Լ, = (/֊1,2,3). (4.4)

Удовлетворяя условиям (2.5), (2.7) и (2.8) и приравнивая нулю опрс- 
елнтель полученной системы уравнений, получим уравнение для 
Еределеиия критического значения параметра а внешней нагрузки, 
’ак и в предыдущем случае, определитель распадается на два со- 
Йжителя. и следует рассмотреть два частных случая.

1. Первый сомножитель обращается в нуль

(4.5)
Югла справедливы соотношения:

ծ^ = ^ = 0. .42=.4э = 0, £а=В,=0. (4,6)

[ответе г вующеё деформированное состояние характеризуется обра
щением к нуль компоненты «• вектора смешений.
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2. Приравнивая нулю второй сомножитель, получим
:хг ֊ 4/;од> + ggG’SjQ- и;ОД)| +

~ — 4/5гЛ) •■

՜է՜ !-' (C\£j — 1) - 4fj /}Տ։.Հյ| 1(2 — c»)J 5։< յ— ' ( I •— ;) t >i ։Xj| 4՜

4(CtC,-DHG . ֊•.-•(! ՛ ' ". ՛"՛.
Отметим, что физически»! смысл и мехи только те критические 

значения параметра а. которые малы по сравнению с единицей. Этс 
обусловлено тем, что в печи...н«г-՛ напряжении-деформированном со-

Р <1стоянии деформации имею! поря -.««к или • го есп. порядок а. 
Н Р

гогда как исходные урпин֊ния пол . ч ни в предположении. что «ти 
деформации малы.

Следует также отметить, что предположеннс (2.1) и предполо
жение о постоянстве коэффициента Пуассона • можно снять. Этс 
приведет линч, к тому, что выражения для корней характеристиче
ского уравнения г будут различными дли среднего и крайних слоен 
и несколько усложнятся уравнения (4 4) и (4.7).

§ 5. Рассмотрим антисимметрична ю (нагибную) потерю устойчи
вости толстой трехсложной плиты с мягким средним слоем, квадрат
ную в плане (а — b = 10 (А Н), Н = 0.1 • = 0.3; ; = 0.001).
Приближенный подход |3. 4| дзет дли i значение, равное? 0.00492. 
Решение уравнения (4.4) дает значение а = 0.00197.

Для плиты с жестким средним слоем (ս ծ = 10 (Л (- Н). 
77 = 0.5(7/ /7), * = 0.3. с = 0.1) ло теории [5| получаем 1 = 0.0599;

точное значение оказывается рав
ным х= 0.0631.

Результаты вычислений зави
симости точного значения а от от
ношения .и" полутолщины (//-] /■/) 
плиты к длине полуволны выну- 

о . Ччивлння — нанесены н.ч фиг. ձ 
«i

ի «- 0..Լ • = 0.000119). Минималь
ное значение оказывается равным 
։«= 0.00330. Приближенные методы 
|3. 4| (аки » = 0.00273. При 
женнас теория К. М. Муш гари |6] 

uiei знпчение a Ս.0032Ա. Критическое значение а. полученное и 
предположении что крайни» слои пластины в смысле гипотез Кирх- 
гофа-.Пява, а средний счой упругий континуум |6, 7|, оказывается 
равным ։ О.։У)315
Hhcihivj мехммики 

\Н СССР lli.ci-vnii.u 25 IV ИЮ«
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II. ։f փ и փ ր։ ւ մ

1հ գծային աոաձգակտնսւվք յան աեաււթյան գծա շնացված Հավասարումների 
իման վրա ստացված Լ եոաջևրտ սսւյի կայունության խնդրի ճշգրիտ (ուծումր 
Ողմնային կողերում Նտվյեի սւիսքի ե գրային ւգայմ անների գեպրում: Դի- 
Հարկված մի րանի կոնկրետ խնդիրներում բերված Լ ճշգրիտ I։ հայտնի մո- 
քավոր լուծումների արդյունրների հւսմեմատությունր;
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