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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

МОВСИСЯН Л. А.

О ПОТЕРЕ УСТОЙЧИВОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 
ОБОЛОЧЕК ПРИ ПРОДОЛЬНОМ УДАРЕ

Целью настоящей работы является исследование поведения уп­
ругой цилиндрической оболочки при продольном ударе жесткой 
массой.

Известная нам работа |1|, по-видимому. единственная, где про­
дольное нагружение на оболочку прилагается ударно. Для сжимаю­
щего усилия, действующего на поперечных сечениях оболочки, автор 
берет значение сжимающего усилия балки.

В настоящей работе показано, что для оболочек при продоль­
ном ударе, кроме продольного сжимающего усилия, должно быть 
учтено также окружное усилие и чти поте ря устойчивости такой 
оболочки при продольном ударе происходит так, как при совместном 
действии продольного сжатия и поперечного давления.

§ 1. Постановка задачи

Пусть имеется идеальная круговая замкнутая цилиндрическая 
оболочка длиной /. толщиной h и радиусом г. Один конец оболочки 
защемлен (подробно о граничных условиях потом), а второй коней 
свободен. Оболочка подвергается осесимметричному удару жесткой 
массой по свободному концу в продольном направлении.

Волна сжатия, распространяясь в оболочке, может достигнуть 
такой величины, что первоначальное безмоменгное напряженное со­
стояние оболочки будет не единственным. Причем возникшее момент­
ное состояние будет иметь различный характер н зависимости от 
длины распространения волны. В частности, начиная от некоторой 
длины распространения продольной волны, амплитуды моментного 
состояния будут бесконечно возрастать. В отличие от статической 
потерн устойчивости, где для заданной длины оболочки определяется 
критическая сила, здесь вопрос ставится так: для заданной силы найти 
критическую длину потери устойчивости. Критической назовем т\ 
минимальную длину распространения продольной волны, при которой 
моментное состояние, если оно возникнет, будет носить возрастаю­
щий характер. Так как потеря устойчивости при ударе носит локаль­
ный характер (что и показывают экспериментальные исследования
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|11), то граничные условия ставятся не на копнах оболочки, как 
обычно, а одна группа ставится па одном из концов (в зависимости 
от того, критическая длина реализуется у ударяемого конца или у 
защемленного конца), а вторая группа—на фронте воли сжатия.

Что же касается части оболочки впереди фронта ударной волны, 
то там останется безмо.ментнбе напряженное состояние, так как после 
возникновения неустойчивости эта область неспособна будет переда­
вать высокую величину сжимающей силы, которая уже вызвала по­
терю устойчивости.

Из вышесказанного следует, что для определения крнтичиской 
длины потери устойчивости оболочки будем иметь общеизвестные 
уравнения [2] („уравнения в вариациях")

ժ2« I — . 1 + v д-v dw 0 — •/-’) m dtu
ժ«2 ж d’i- а д-гс/р да F.h at2'

14- 7 d-и 1 — v д2а дЧ< дш (1 — >c) m dlv
2 dtd'i 2 да*  д? дУ Eh at-

ди да՝»-----Н - . 1— *2 Ժ / dw \ 
‘ 1 T— -4-

da ԺՅ Ehr2 да ( dt /

* Надо иметь в пилу. что. хотя для перемещении здесь и в (1.1) приняты об­
щие обозначения, они различные. Здесь они—перемещения безмоментного состояния 
а в (11) приращения перемещений.

д 
д?

(i — -/փ й?
Eh dt*  ' (1.1)

где все обозначения—общепринятые |2], Т\ и 7շ — продольное и ок­
ружное усилия, значения которых определяются из безмоментного 
папря: к е н но го состоя н и я.

§ 2. Определение Т\ и Т

Чля определения Г\ и Т> будем исходить из известных уравне­
ний безмоментного состояния |3] с добавлением инерционных членов*

да ժ/2 1 — »2\Ժյ г /

г*  л -г* ди \ .֊ .Հ

dt- 1 —va\ г ժւ/

’< системе (2.1) надо присоединить граничные и начальные ус­
ловия.

Граничные условия таковы:
//=0 при 2=0. (2.2)

2-гТ\= - М — при « = /. (2.3)
di­

tto.՝ Л — масса ударяющего тела.
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Если обозначить через k(k= —\ отношение веса уларяю- 
\ 2r.rltn /

щего тела к весу оболочки, из (2.1) и (2.3) получим

kl° U = а2 (I — v։) Л— -|- '• 1Լ при «“ Հ (2.4) 
dr \до. г /

- /Ехгде ս = | ՜ скорость распространения vnpvrojl волны в цилиндре,
г Р

Начальные условия следующие:

ди и = —
dt

-0 при / = 0. 0 Да /.
1՝ и

№ 
д!

— с при
(2.5)

/ = 0, а = /.

[ где с—скорость удара, 

ժ«»W — ----
dt

-0 при / = 0. 0 - х</. (2.6)

Представим уравнения движения (2.1) в перемещениях

(ը։ , շ dw __ 1 — v2 д-ц
до? 1 г до a1 df~

(2.7) 
շ_ձււ w I — Л d2w

г до. г2 a” dt2

Решения (2.7) будем искать, разлагая перемещения в ряды по 
малому параметру >. . 1сгк - показать, что ряд для и содержит лишь 
четные степени •>. а ряд для w— только нечетные, так что

Для 1Կ и и', . ։ имеем

֊ սՆ _ п- ^и° 

dt? до?

dt2
а2 аг ди.+ =- ֊ • г- г до.

(2.9)
Ժ-նյ

ռ- -
d*Ui  a-dw։ 1 diul 2

dt* do? г до ' dt՝1
d-wlA ։ a‘ a: dui , d2W; ।

dt2 г2 ‘u/,։ r do dt2

Условия на концах для каждого приближения будут
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"Ч>_
«/ = 0 при а —О

— (Г

при 2 = 1. •2.10)
.. ժձսէ , OU;kl-------- r a- — = kl

dt- дл ծէտ
а?
- ։ г

11ачалъные условия

/0 = 4^-=0 при է — (), 
at

и
i^=2. 4.-..

н0 = 6. Ո -—-==() при 
Ժ/

(2.1Ոէ = О, О

<>ий 
dt

при / = О. Х = /,

—'1—— = 0 при t = 0. 
dt H (2.12)

Полученные рекуррентные уравнения позволяют определить каж­
дое новое приближение, если известны все предыдущие. Как видно из 
(2.9)—(2.12). для каждого приближения Ui имеем волновое уравнение, 
причем нулевое приближение, как и следовало ожидать, дает реше­
ние для балки, и для ®»/+։ имеются уравнения вынужденных коле­
баний.

Волновые уравнения будем решат» методом распространяющихся 
волк.

его
Для //0 имеется готовое решение балки |4, 5. 6]. .мы 

в окончательном виде
/-rtf-s

приведем

kel
— a

Հ1 Iдля () է —
a

։2.13)
м е — 1

I -<it
kcl

'о = — a
для

a
(2.14)е *

а
и т. д.

Функцию w։ определяем из второго уравнения (2.9) (2.12)н

а՛, =: —. а Г ди0 .J *տԽ 

о

а л Ч է — \է -.)(Ւ.

или

для

сг&1*Ш. —-------------
a(H + *’/=)

0 C / < - и т. д. 
a

I ■: 
ծ!е V. at rcos — — - - 

r kl
at sin — (2.15)
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Таким образом, можно найти 
второе приближение имеет вид

сг- и, --------------------
' 4akl (г2 -г k-E)

сгЧРР

cr'kl

м ։ at sin —

I — у.—at
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любое приближение. Например.

. / — at - аch-------------
kl

сг-ЕЧ*
a (rz փ Л=/2) 
t-a-a։

—1

t—a
к! е sin <lt- -f-

4a(r=-f F/=) kl
e для о</ с:-

а (2.16)

Имея выражения для /// и «՛< ь можно получить /’• и Г՝ с лю­
бой наперед заданной точностью.

$ 3. Свободно опертая оболочка

Рассмотрим случай полубесконечной оболочки, край а =0 ко­
торой свободно оперт и удар производится по этому концу. Как уже 
отметили, одна из групп граничных условий должна быть поставлена 
на ударяемом конце цилиндра, а вторая—на фронте ноли. Нетрудно 
видеть, что на фронте воли, если иметь в виду гипотезу иедеформи- 
руемых нормалей, будем иметь условия защемления, то есть n^v = 

dW м г»- «՛ — =’>. Для решения задачи и получения некоторых качествен­
на

ных результатов делаем допущение, что на фронте также имеются 
условия опирания. Такое допущение может влиять только на коли­
чественную сторону получаемых результатов (причем, в некоторых 
случаях возможно несущественно), а нас в основном интересует ка­
чественная картина выпучивания, кроме того известно, что при реше­
нии задач устойчивости оболочки граничные условия, как правило, 
довлетворяюгся лишь приближенно.

Полагая также, что отношение веса ударяющего тела к весу
оболочки настолько 
ПОСТИ (£—ос). для 

ачения

рные для первого

большое, что можно принять разным бссконеч- 
7'1 и Т> с точностью до •/*  включительно получим

Ehc
/1 = -------113 at \1 + v’cos •— )•
а \

vEhc atT‘i =----------cos — •
a r

прохождения волны напряжений.
Ищем решение (1.1) в виде

и = (v(/) sin ла cos/ф. 
v = У(0 sin ла sin rfi, 
к* U’’(/) sin Ха cos лр,

(3.1)

(3.2)
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где к———. ու и ո — целые числа, а Լ—такая длина распростра­

нения упругой волны, при которой оболочка теряет устойчивость.
Подставляя (3.2) в (1.1). для неизвестных 4Z(0, V'(0 и №(0 

получим систему уравнений, которая в матричной форме имеет виг.

т '№—7& ^)7 = °՛ (з .3}
dt-

где Հ—векгор с компонентами ս(/Լ lz(/), Uv(n.

— . 1   - 1 ՜է՜ V ! ■ II4------- ո՝ —i— кп ֊ w.
2 2

ռ £,լ 1 1
R —------; 1 4- v ] — v, „1 _ .,շ —---КЦ ո  4--------- ձ ո* *

2
— A ո ?(>24 Л2)21 0 0 0 000

с 10 0 0 I . -Տշ = - ООО .
ր IО О X2 | I! О О /г

Критическая длина потери устойчивости но определении։ най­
дется из условия [2|

где Е единичная матрица.
Наименьшее значение Լ, определяемое из (3.4), по определению 

есть критическая длина
Таким образом, для заданной скорости -»удара можно найти крн- 

гическгк длин\ выпучивания и время потери устойчивости (/=-—).
\ а/

Фактически, полученное решение дает возможность определить 
критическую длину и для конечной оболочки. В самом деле, если 
скорость удара достаточно большая (то есть больше скорости, опре­
деляемой из условия I — 1}!Р), то потеря устойчивости произойдет при 
нервом прохождении волны сжатия, 1Я- </, и все полученные резуль­
таты останутся в силе.

В случае, когда с такое, что при первом прохождении волны 
сжатия оболочка не теряет устойчивости, то потеря устойчивости 
.может произойти после нескольких отражений волны напряжения, 
так как при каждом отражении величина сжимающего усилия уве­
личивается но ступенчатому закону. Поэтому после Q отражений для 
Т\ и Г2 будем иметь
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...• Ehc.. Հէ. / , , а at\(I -Г Си 1 — >Jcos — Ն 
й \ г /

_♦ vE/ic .. _. atTi= ---- (l-Q)cos •
a r

(3.5)

Вопрос о том. после скольких отражений произойдет выпучи- 
ание, решается следующим образом. Если для заданной скорости 
'дара данная оболочка не выпучивается при первом прохождении 

лян, то можно рассматривать удар по второму концу со скоростью 
2с и найти 1էր. Если и тогда не получится потеря устойчивости, то 
кож но рассматривать удар на ударяемом конце со скоростью 
Эг й т. д.

Таким образом, для данной оболочки и заданной скорости удара 
йдутся усилия потери устойчивости, критическая длина и врем»

пучнвзния է — — Q - - 
(7 а

Если критические усилия достигаются при четном числе отраже- 
гй, то потеря устойчивости произойдет на ударяемом конце, при 
■четном отражении на другом конце. С. появлением вмятин ударяю- 
ее тело движется за счет увеличения «мятин в том конце, где на- 
лось выпучивание, в то время как второй копен цилиндра остается 
возмущенным.

Для критической длины потери устойчивости при ударе полу- 
тСя достаточно простая формула в случае, если скорость удара 
статочно большая. В этом случае вместо (3.1) можно принять цри- 
1иженно

Eki 
а 

(I -

чЕлс
а

il уравнения устойчивости можно брать (1 .В без инерционных членов.
Пнгут математки и механики
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ԴԼԱՆԱՈհՆ («•Ա՚ԷԱՆԹՆԿՐԻ ԿԱՅՈէ<ՆՈԻէ>9ՈՒՆԸ Կ11ՐՑՆ1Վ11 I» iriUlhV 
ԵՐԿԱՅՆԱԿԱՆ ՃԱՐՎԱԾԻ ԴՆՊՔՈ1’Մ

Ա »( փ ո փ ո ւ tf

I m մ ւյիւսսւրկված է, զլանային fiu/զանթի կա րւէ-՚էւա քժ չան հար/յր,
ГР 41,Անի մի եզրն ամ րտկէչված է, (ակ մ լաս ե/չրն աղաա Լ/ ^‘ոչտ մար- 
յւն|< C ա րաւչա ի) (unf ր 'ւարէյածո/ մ կ it/անի Шаши/ եզրին: էէ տար/քած Լ
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ւ/լունի կա լանա թ լունր
արադա. fd լան

կորցնելու կրիա իկական և րկա րաթլունր տված հա Г'М1‘ 
Կրի տիկական ե րկտրւււ ի}լան հոէէքտր ստարրքած է անք,նր

հատ էւսքեկտր:

ЛИТЕРАТУРА

I Коппа .-I О механизме выпучивания круговой цилиндрической оболочки при про­
дольном ударе. .Механика*  (сб. переводов), № 6. 1961.

Болотин Б Б. Динамическая устойчивость упругих систем. Гостехпздат, М., 195Е 
Л. Гольдмбейзер А. ./7 Теория упругих тонких оболочек. Госгехиздат, А!.. 1953.
4. Тимош нко С. Ո. Колебания в инженерном деле, Физматгиз, М.» 1959.
5. Кильчеккий Н. А. Теория соуд рения тнерлых тел. Госгехиздат. М —Л.. ГНУ.
б Goldsmith IV'. Impact, London. 196Հ>.


	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60
	61

