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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

( . С. ЗАРГЛРЯН

О КРУЧЕНИИ ВАЛА, ОСЛА ПЛЕННОГО ПРЯМОУГОЛЬНОЙ 
НЕСООСНОЙ ПОЛОСТЬЮ

В настоящее время существует небольшое число решений задач 
о кручении круговых цилиндров (налов), имеющих несоосную полость. 
В работах II. М. Макдональда, Е. Вёйнеля и Р. Морис ]12—11] в 
разное время изучалось напряженное состояние классической задачи 
о кручении стержня, поперечное сечение которого ограничено двумя 
эксцентричными окружностями. Пользуясь методом Д. И. Шермана 
|4], напряженное состояние при кручении валов с несоосной эллип
тической и квадратной полостями изучил 10. А. Амензаде [8. 9]. Ана
логичная задача о кручении кругового цилиндра, имеющего квадрат
ную несоосную полость, методом конформного отображения была 
решена вами в работе [10].

В настоящей работе рассматривается задача кручения призмати
ческого стержня, поперечное сечение которого ограничено извне кри
вой, близкой к окружности, а изнутри прямоугольником с закруглен
ными углами, центр которого не совпадает с центром окружности.

Задача, решается методом конформного отображения, причем 
предварительно строится функция, реализующая конформное отобра
жение концентрического кольца в рассматриваемую двус.чязную об
ласть способом, предложенным нами в работе [10].

§ 1. Известно, что конформное отображение внешности прямо
угольной области на внутренность единичного круга :w.<4 осуще
ствляется функцией Кристоффеля-Шварца. При этом отображении ок
ружности |к*|-֊ R<Հ 1 переходят в овалоооразные кривые, оси сим
метрии которых совпадают с осями симметрии прямоугольника, явля
ющегося образом окружности «'|=1 [3].

Если заменить интеграл Кристоффеля-Шварца полиномом, со
ставленным из первых нескольких членов разложения этого интеграла 
вряд, то при отображении этим полиномом окружности '^|==/?<Հ1 
перейдут также в овалообразные кривые, а образом окружности а>|—1 
гтаиовится прямоугольник со слабо вогнутым].՛ сторонами и закруглен
ными углами. Увеличением числа членов полинома, как показано 
Г. II. Савиным [б] и другими, можно с требуемой точностью выпря- 
шть стороны и уменьшить радиус закругления в углах этого прямо
гол Ы1ИКЗ.
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Разложение отображающей функции Кристоффеля-Шварца в ряд 
дано в работах Г. II. Савина |7| и О. М. Сапонджяна [5].

В качестве исходной функции для построения отображающей 
функции концентрического кольца в двусвязную область рассматри
ваемого поперечного сечения скручиваемого стержня воспользуемся 
полиномом

<=ճ(օ») = Ք С>-4-С,К'։ ••• - Շչղ. |^֊^> .
-и՝ 

(w - Re*), (1.1)

образованным из первых нескольких членов разложения функции
Кристоффеля-Шварца в ряд, где

(<>./,-1 — IС-„. 1 cos '2у. ■ - С. ,!֊ .•! cos -1 z
п 4- I

-4 С_ 1 cos (2zz 2)z],

(« =0. 1....)
(1.2)

и параметр /- зависит от отношения сторон прямоугольника.
Роккурентная формула (1.2) для последовательного определения 

коэффициентов полинома (1.1) получена в вышеуказанной работе 
О. М. Сапонджяна.

Для ТОГО, чтобы окружности |Լ։|=ր<Հ1 НОВОЙ ПЛОСКОСТИ '-J. 
начиная с некоторого значения ր0<Լ 1, переходили бы в кривые, близ
кие к окружности, и имели бы произвольное но отношению к прямо
угольнику расположение, отличное от вышеописанного овалообраз
ного, единичный круг к.՛ ' 1. который полиномом (1.1) отображается 
на внешность прямоугольника с закругленными углями, отобразим на 
самого себя известной функцией

= (;։^ո?'ր)։ (|з|
1-«4

г 1,е а — комплексный параметр ( а[< I).
Подставив (1.3) в (1.1), получим

Так как отображение единичного круга на самого себя обладаем 
свойством сохранения своей первоначальной границы, то образ ок
ружности КД — 1 при Отображении функцией (1.4) совпадет с обра
зом окружности |w| = 1 при отображении полиномом (1.1). то есть 
тем же прямоугольником.

Однако, функция (1.4) имеет уже полюс в точке С։ ■= а в отли
чие от полюса w => 0 полинома (1.1) и поэтому образ окружности 

= станет иначе расположенным по отношению к прямо
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угольнику, нежели образ окружности Jw| = /?<1. Изменения распо
ложения образов окружностей 1^1 = г<1 по отношению к границе 
прямоугольника зависят от комплексного параметра а.

Представим функцию (1.4) рядом Лорана с центром в точке 
4=0. Так как функция (1.4) имеет особенность в ч։ = а круга Հ<1, 
то ее можно представить либо рядом Лорана в кольце | a i < |С։| 1 •

। либо рядом Тейлора в круге 1Հ < Однако, последнее раздоже- 
I пне не содержит в себе интересующую нас окружность. Հ|- 1, об

разом которой на плоскости z является прямоугольник. Следовательно, 
воспользуемся разложением функции (1.4) в ряд Лорана в кольце 

pKI'.jl «. 1. Учитывая, что точка Հ = —• находится вне круга 1Հ|<1 
а

(2л ֊г 1)-ую степень дробно-линейной функции (1.3), фигурирующую 
в (1.4), разложим в ряд Тейлора

+ + •••• (i.5)
՝i —А)/

Переписывая (1.4) с учетом (1.5), получим

֊ = --1 (ч1) — Л [(7 1 /?0֊! В1п -,֊ В/'\ -}- • • • -I- ձ՚ձՀէ֊֊ • • • I. (1.6)
где

/<0 ֊֊ 4’'с, + • - - + 4” * ։>с..„ „
I Й, = 4”Գ н- d\3,c3 + ■■■ + rf!։”+1)Cj,+1,

s։. = 41։с,+rfi”c,+. • -+4"+1>Gu+l.
(1.7)

К
« (!•«)

4~ «
Разложим функцию (1.8) вне круга |С։|= а| в ряд

I Г /\ 'ч /

гдеЙ= а. а В-п - а"՜’ (1— ла) (л = 1,2,---).
Подставив (1.9) в (1.6) и полагая при этом, что Вь : £?’, = 0. что 
всегда возможно, окончательно получим

= Ճ, (֊,,) ֊ о IV «հՀ+
’ a-i >-։

< Известии ЛИ. серии физ.-мат. наук, >6 6

(1.10)
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Таким образом, ряд Лорана (1.10), определенный в кольце 
конформно отображает концентрическое кольцо.

I *։1-С հ где /*02>1а|. на двусвязную область, ограниченную гра
ницами Г, и Г2, где 1\ —прямоугольник, а Г5 оказывается близкой 
к окружности, центр которой не совпадает с центром прямоуголь
ника (фиг. I).

Близость кривой Гշ к окружности определяем следующим кри
терием: кривая Г3 будет близкой к окружности, если на окружности 
։-х1 = го удовлетворяется условие ее выпуклости [2| 

Re Ж,) 
ճւ(>։).

и расстояния о։ образов дискретных

-Н>о, (мп

точек гое до некоторой точки.
принимаемой за центр этой приближенной окружности, будут мяло
отличаться друг от друга.

При решении задачи кручения рассматриваемого полого стер
жня в функции (1.10) будем ограничиваться полиномом, образован
ным первыми //։ несколькими членами правильной и nz первыми не
сколькими членами главной частей ряда (1.10), причём выбор и л. 
в зависимости от параметров а и г(1 произведем графическим постро
ением кривых Г, и 1Հ.

§2 . Решение задачи кручения призматического стержня, попереч
ное сечение которого представляет двусвязную область с границами 
Г1 и 1Հ. сводится к интегрированию дифференциального уравнения Ц|

ձ"’1' —2 (Да—оператор Лапласа) (2.1)
при следующих граничных условиях

наГ’ ‘ր=Գ (22).
на Г, 'F = C,

где С — постоянная, подлежащая определению.
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Пользуясь комплексным представлением функции напряжении че
рез комплексную функцию кручения [11|

’Г = Ф, (z) — izz (2.3)

(г = х /у, z — х — /у; Ф։(г) — комплексная функция кручения) и 
читыван, что полином

Ո1 Л|
z֊<u(:;)I=/? у D/Ч у где с — ре , (2.4)

'հ I к J

явленный из первых //։ членов правильной и п2 первых членов 
давной частей ряда (1.10), в котором ради удобства предварительно

слано преобразование ;։ = ~ и введены обозначения

B-k = Dk, (A=l. 2,-..), (2.5)

бряжает кольцо 1 < Г < р2 на двусвязную область, ограниченную 
звие кривой Га, являющейся теперь уже образом окружности |С1 - р։. 

շ изнутри образом окружности Г-, = I — прямоугольником Г,, после 
установки (2.4) в (2.3), получим

|- | Փ(Օ-Փ(Օ-/<)»(։) | (2.6)

Функцию Ф(-), голоморфную в кольце J < |С|<?։. будем искать 
виде

05

Ф G) = У
— 00

где ak-bk 4- ict. (2.7)

1 -----нзведение ֊ «в G)«(C) . фигурирующее в (2.6), на линиях

ожим в ряд Фурье
1 ___ А‘

— Ц> (’) .!> (Q =30~V (ая cos 4- £я sin дО). 
—’ w — I

p — const

(2.6)

/I: Л,

* J k-\

«£- I
^(^D»+> + Q*Q*u)p”fl

Я։֊ «
У (/’»P»^ + Q»Q.+.)p2,+”
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+ 2՞ (Р »₽ է »4-Q-*Q + 2(P,-»/<»+Q« »Q֊*)p"'a

л-։ л-։
(/i = 2։ 3.---Л);

r «r-t
?. = I о ։• [ շ (Q^>+> - PiՀ>. +>) p“'1 4֊

■է՜ շ'(₽-»Չ „ I-Q „Р „ ,)P <"+1>

n,-n
ՏԿ = ID l։ V (Q* P,,. - P։Q։, „) p“4- 

л-։

-I- У, (^-»Qhh«j — Չ-/Հյ-(է-ւ--ր))?՜(՞" *՜ո> 4- 
*• 1

f- շ’(^_,Չ^ + Չ,

Й<=1
(л = 2, 3, •-N).

здесь Dk = Pb-f- ZQ* (k — + 1, ± 2.•• •) и Л; = л։ 4- n2.
При p = Pi = 1 коэффициенты ая и будут снабжены сверху 

индексом (1). а при р = рг—индексом (2).
Подставляя (2.7) в (2.6) с учетом (2.8) и удовлетворяя гранич

ным условиям (2.2), получим

р(2> р<։> -. _ Р* — Рй Рг — --г----
?շ՜ Рг

«<2> zv1»*՝*«й — at рз
՜ Рг- Рг՜'

ճ(շ) д(»),й

Р? ~ Р2-* с_* =
Р* — Рг * (2.9)

где k = 1, 2,- • -N.
Для остальных Аг>Л' Ьк= b. k = с։. = с^к = 0. Входящая в (2.2) 

постоянная С и коэффициент а0. не влияющие на напряженное состоя
ние. равны С = а<։2> — а^', а0 — 7а(02>.

§3. Крутящий момент, приложенный к основаниям стержня, равен

М - (3.1)
где - степень закручивания, К — жесткость при кручении, которая 
определяется по формуле (11 j

к = ^Ке|^(х»>л-"" + Д'11) 4

- 1֊л--0 я О

4֊ jtr Im 2 л(а_яХ?‘ 
п-1

Л" 
ая^-п) - 'Հո (а. п^— 

п "• I

Здесь թ — модуль сдвига,

(3.2)
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Հ> = 2ՀՂ

Х<» = (Հ'1—րՀ'յ) р,-՞. >Л=(4'’ + <) рг.
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(3.3)

[rtj-l Ոյ-I J
ճ (* + 1)Օ>Օ>+>?? 2 k/J ,D I4+J1p,•-’<»+» |.

•T/’-iDI’l
л։ л ֊ 1

У (/г -|- п. ֊4֊ 1) /)к[)к (Л А1 рУ

«+1> Р/-«»-. + 1)W к Г) <* л (Л

{/г 1, 2.՛-- (/V— 1)].
■>i п,

Д'.”,= D- -^iD <D
fe-֊1 *-l

*Р,-։*

л. ւ _ n, ։ .

Ar 1 i 1

_|Р2<^Л »֊ V

А-1
ПО (*4Л 1) & к?, ՜՛

■։-2 __ ,

к-։ >
(3.4)

Л- |О|-’|

(./ 1.2). խ-3, 4,- - (;V+ 1)|.
Фигурирующие « этих выражениях коэффициенты и 3^՜’ 

I/—Լ 2) определяются по (2.8).
§ 4. Как известно ի |, касательные напряжения при кручении он- 

деляются по формуле

•^--4—. 1Ф'(С) zw(C)u>'G)l. 
?1<“ (ч)1

(4.1 >

Как показано в [И], определяемые по (3.4) коэффициенты -Ն, зави
тке от р на линиях p=const являются коэффициентами разложе

ния в ряд функции и) (ч) ш' (С)
л

<« = Р2) (4.2)
-N

мпрн? = ру (y=l, 2) эти коэффициенты суть .4</> (/=1, 2).
дящие в выражение жесткости (3.2).

Полагая /Լ = Т,. փ /հՏՀ и учитывая (2.4) и (2.7). отделив дейст- 
льные и мнимые части (4.1). получим

и՜ 
>'(01 {nb й Տ а-։)р ՞ '|со$лО-(-
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лг ւ
յ 2 [(^֊յ — ։ ֊ (7՜ „ 1-f ,'/ր ո) p'՞ ։]sin«o|. (4.3)

у
ն = ^Ն՜ւ7՝՜՚է’ ‘ + Տէ(ր-։ -^p-' + fr., , ր» '|Հ| 

"1 ՝՝՝' л-։
,v ր 1

Հ cos ոԿ-~У [(ոք}ո г ,ՏՀ ։) Հ 1 -4- (nb.n — 8 ո ւ) ?- ”։ I sill aO I • (4.41
Д«1 ’ffij

§ 5. Рассмотрим численным пример. В качестве исходной функции
(1.1) ограничимся полиномом

z = Z;l 1 + 0.309® 0,150 747 а?-0,027 952 ®5 4֊
I w

4-0.008439®’- 0,009052®” . (5.1)

в котором коэффициенты получены по (1.2) при значении парам
х = 0,2n. gL

Образ окружности ®j — I при отображении по (5.1) есть прямо 

угольник с отношением сторон ֊ = 2, причем hzx 1.167), а обра;

окружностей а՛) —րՎ1 -вышеописанные овалообразные кривы 
Полином девятой степени (5.1) обеспечивает незначительную закру, 
ленность углов прямоугольника и достаточную прямолинейноегь сп 
рон. Отклонение сторон от прямо линейности не превышает 0.03ZZ

Подставив (1.3) в (5.1) при действительном значении парамсг| 
х= 0,3. учитывая при этом (1.5). (1.7). (1.9), (2.5) н принимая I 
качестве внешней границы Г2 образ окружности ' 1—2,4, ограни
чимся следующим полиномом в отображающей функции (2.4)

, ։« г-'

•*-] Л-1
(5.2)

где

Так как коэффициенты /9* и

Z>, = 0,91 •(—0,3)’
7>-| = 0,243 156 D 7 = 0.026 255
D 2 = -0.191 249 /.)-« = 0.019 586

3 = -0,038305 Z?_9- - 0,007 G25
£>-4 = 0,054391 £)-|0 = — 0,000449
£>-5 = 0,039 120 D-u= 0.002 433
Օ_ճ = 0,025 656 £)-ы= -0.001065.

D <Հ при принятом действие
1.0.3) | 

ельноч
значении а действительны, го образами окружностей |С| = р<1 яв
ляются кривые, Симметричные относительно действительной оси.

Построение образов окружностей 1С1 = р։=1 и |С|=р։=2.4 
по полиному (5.2) с коэффициента мн (5 3) показывает, что (фиг. 1):
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I) образом окружбости ' = 1 является такой же прямоуголь
ник Г։ с центром в точке Ох ( 0.393 Л). 0) я Л 1,160, каким был 
образ окружности к՛ = 1 при отображении полиномом (5.1), что и 
следовало ожидать, так как полином (5.2) на окружности Հ' = 1 при
ближенно, но с высокой точностью аппроксимирует функцию (5.1) 
на окружности = отклонение сторон от прямолинейности также 
не превышает 0,03 £>:

2) дискретные точки zb = ^(y^e ) располагаются по кривой I ., 
близкой к окружности.

Принимая за центр этой приближенной окружное! и точку 
02(—3,26+D, 0) середин) отрезка действительной оси, отсекаемой 
кривой Г. от этой оси, и сравнивая расстояния от этой точки до 
20-ти точек, расположенных в верхней полуплоскости (эти точки на 
фиг. 1 показаны пересечением кривой Г2 черточками), видим, что 
максимальная разница между этими расстояниями не превышает 4,35% 
i/?m г = 4.С0Э/Л /?fn!n = 4.4/0). Кроме того, па окружности р,=2,4 
удовлетворяется условие выпуклости (1.11) кривой IՀ. Поэтому с 
известным приближением считаем кривую Г2 приближенной окруж
ностью. Расстояние между центрами этой окружности Г2 и прямо
угольника Г։ равно s = ‘2.S71Z).

Жесткость рассматриваемого сечения, сосчитанная по формуле 
(3.2). равна К = 130,01 \i-D*

Эпюры касательных напряжений ՜տ/ս՜/-) по контурам Г3 и Г* се
чения приведены на фиг. 1.
Ереванский паднтехннческнй hhcthivi

нм. К. Маркса f Поступила 23 VI 1964

II I! 0ԱՈ1Ա։:ԱՈ.

112 2И1Г ԱՌԱՆՑՔ II ԱՆԿՅՈՒՆ lulllHiU ՈՒՆԵՑՈՂ 1,Ւ11ԵՌԵ 1П.111'111՝1Г1!

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Աշիւատսւխ յան մեջ ղիտարկված Լ սքրիղմատիկ ձողի ոլորման խնղիրր. 
սրի լայն ակտն կո/րվտծրր արատ րին իր սա • tf անա՚խոկված /; ]/10 անաղծ ին /Ч>/- 
վականսւչաւի մ nut կորով, իոկ Ներսի՛)' կքորւսքված անկյուններ ուներող ո՚ղ- 
ղանկւունով, որի կենտրոնր ՝ի > ամրնկնա մ չր у ան ա q ծ ի կենտրււնի հետ:

Խնղիրր րււծված Լ կոնֆորմ արւոապաակերմահ մէվհէղով, լւսա որում 
համ ակենտրոն օղս՚կր ղիտարկվող երկկաս} աիրուjfiի վրա արտապատկերող 
Հսւնկրիս՚ն կսւսուրվում Լ | 10 j աշխատս՛ [I յան մեջ ւսոահարկված եղանակով;

11րւղեււ խվայիրէէ օրինակ լուծված է =2, — 2,Ց/ 1 I) ե /?1]հ։. =^1,609D

էյարամեարերով կտրվածք ունեքող ձողի ոլորման իէնդիրր: Լաշվված Լ ալդ 
հողի կոշ՛ս ու խ )ունր և կասաէր1"ւծ են կտրվածքի եղրաղծևրի տամար շոշ՛ս֊ 
փոխ րսրուէէււսրի էորօ՛ րներրէ
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