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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

\ БабЛоя н, С. Л1. Саакян

О ДВУХ ЗАДАЧАХ О РАВНОВЕСИИ ПРЯМОУГОЛЬНОГО 
ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА СО СМЕШАННЫМИ

: РАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ
Задача о равновесия упругого параллелепипеда при заданных 

сгрузках на его гранях была поставлена Ламе |4] в 1852 году. Он 
казал на важность этой задачи для практических приложений и 
■месте с тем отметил особ} ю ее трудность.

Однако, задача эта до сего времени не получила полного реше
ния. Известны некоторые приближенные решения частных случае» 

1ЛПЧН Ламе.
Численным методом С. П. Ги.мошенко решил плоскую задач} о 

сжатии параллелепипеда двумя жесткими плитами с полным трением 
и՛) поверхностям контакта [5]. К. Хагер рассмотрел задачу о равно
мерном сжатии прямоугольной призмы |6]. Задача о сжатии парал
лелепипеда жесткими плитами при неполном гренки приближенно 
решена I. Фенилом [7]. Пользуясь вариационным методом Кастнльяно. 
М. М. Фнлоненко-Бородич решил некоторые задачи о равновесии 
Упругого параллелепипеда [1—3]. Гем же методом некоторые задачи

стесненном кручении упругого параллелепипеда рассмотрены в ра 
тзх В. II. Нетребко |11| и М. И. Мешкова [10. 17|.

Точные решения для некоторых смешанных задач о равновесии 
другого параллелепипеда были получены в работах Г. 'А. Валова 
8|, Б. Ф. Власова |9[. В. В. Вишнякова |16|, Мелконяна 13]. Тео- 
(феску ;’15|, Мишоиова [14] и других. Задаче о равновесии иарал- 
•лйпипедв посвящена также работа Э. Н. Байды [12].

В настоящей работе дается точное решение двух задач о равно-
!сии упругого параллелепипеда со следующими смешанным!' 'ра
пными условиями:

а) на плоскостях параллелепипеда г = 0, т —< заданы касатсль- 
ме напряжения -,и. и нормальное перемещение •», а на остальной 
асги поверхности параллелепипеда нагрузка '.алана компонентами 
апряжения:

б) на боковых плоскостях параллелепипеда х = 0, л՜ մ и у- 0. 
1у= ծ заданы соответствующие касательные напряжения и нормальные 
перемещения, а на плоскостях г = 0. z = < заданы напряжения. По- 

эбная задача, с нулевыми с.юниями на боковых поверхностях была 
ежена [ . М. Валовым [Я].
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Пользуясь методом Фурье, решения уравнений равновесия а 
форме Ламе представляются в виде суммы трех двойных рядов <1>урье.

Определение неизвестных коэффициентов в первой задаче сво
дится к решению бесконечных систем линейных алгебраических 
уравнений. Доказывается, что эти бесконечные системы квази-регу

лярные и имеют ограниченные сверху и стремящиеся (порядка
\ т։п.

или -—I к нулю свободные члены, когда т, п и / стремятся к 
/е/<- /

бесконечности. Вторая задача решается без применения бесконечных 
систем линейных алгебраических уравнений.

§ 1. Решение однородных уравнений Ламе

Հ-" 4
1 2> ()х

I՜ ' 4՜^°- (|1>
I — 2* ау

ищем в виде суммы двойных рядов Фуры?
<Ю со

•Т = - а,х а<л՝ ֊ - <7ас - v X f£'n (А-) cos Зиу cos т4г -
<П֊֊ V 5—0

о© <Х>. :%• X
4- У. У oJJ,’ (у I sin а. л cos է.2 V у • sin 7,- x cos гйт у.

г 1-т-ч :-itn о
ос ео

*' -ծ,. ‘ />1Л -Z/5y у (х) sin cos 7r.z -
nt i п—0

-т у У (у) cos 7? л*cos хяг — у у б);’ (?) cos х sin у, (1.2) 
МИМ

ос -X

= Գ -г Ղ* ՜’ Գ v + 4- У У (х) cos S^y sin -
rn-O/j-l

*o л: »
շ շ ?/? (v) cos շ.՛ * Տ’Ո 7„- ֊ 2 2 փ/i IГ) cos 7. V cos ^y.

On i Z-Ow-O
где

Так как при отсутствии объемных сил перемещения являются бигар- 
моническимн функциями, то функции/^ (х), ր'Հ’ (у). «0т (г) (/ = 1. 2, 3) 
можно представить в виде
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шие
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У«« (■*) -4r?lrtsh<’,„„^-b^JS,cliA’m/t'X ~f՜ mn sh ^rn.jX'4՜ ch k„nx.

(у) sh kiny 4- .\!j‘n' ch klny 4- E№ktr.y sh ktny 4֊ f ЙА/Яу ch klny,

Й (г) = Klil sh k(,nz 4- /.J« ch ktmz 4- sh klmz 4֊ G!rnk(mz ch ktmz,

(1.3)

kotn •л
^Гл — a~l 4՜ К. klm = «7 4՜ pi

Между 36 постоянными коэффициентами, входящими в (1.3). суще- 
ствует зависимость. Удовлетворив уравнениям (1.1), получим следую-

соотношения:

kn. ЛЙ + (2ч+1)А«.

k„„ B'Jl -I- (2т, + !)*„,„ 

=0,

7՜){յ> ՚ 3 /Հ-> ■ - R(3) - О>-'гг.п ~ j

ք(յ> Д 3 Д(2> J Д(3> —()Ь/пд -|- -^тг'тп 1 уп^тп — \՛.

Ջ Որ;’> _ w- in^-'fnrr, 

4„/МЙ’ + (2ч + 1)ймЛ?;'

*«»<Ջ+ ?«£>'Д - o. 
P-CiP. = >CS!,;

-l-a/A'J’-: -,Ж’ = и.

(1.4)

А’.'я .Vff 4֊ (2». 4- 1) k^i? 4 а(Л1!Г 4֊ О

-.Eff + k, „Րճ' = 0. 

MS* = «, F$.
W + *i»£!?-0
•։„£):’ = «(£Й';

kin էՀւոՀ- (“I, -Г 1) klnGim 4՜ /-Ini + = 0.

/-Й - (2ч 4-1) k,„H^ 4- «, л!1> + = 0,

4- է.„օՏ = 0. 

а, о!® = {lnGSJ!.

(1.5)

(1.6)

2v.
[сюда видно, что число неизвестных коэффициентов, входящих в 

(IQ, равно 18.
լ v Пользуясь обычными формулами, для компонентов напряжения 

получим

1
О ՜"

i - О Л - I

00 ое

(֊Om-l

со

л-1 т-1

• im 
dz

'*?» + Т„Л») sin М sin т.г -

COS a/X Sin

cos ajxsin ₽«>՛,
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-1^, ««,.*,֊ у ^/.'OstnS.vcos T,z +

vv/^
— ’/?}•') Sin «;X COS 7,2

У У (<Կ ■;'£ еЦ-а'Д ) sin 3 x sin fuy. 
t • ■ I я — I

Т,/^)со5?лу*1п V

<v •«
У 2 («»?յյ+ 7, О sin »# л- sin •

/-։я-j

У У^-^у1 »< *Д) տ»ո л{ x co$6«y. I

1*1 = ’/ <#։ ծ. G ~ У У ( T« ~T ք՜ 'ոքոԼ I,/*1'» ) со*« Ь«у СО$7в«'*՜՜ 
dx J

- У У ( -Г Հ*ւ - 7.Й1) cos ։/Xcos 7,2 4֊

oo <o ,.։э> 4
շ 2(— -г(Ъ|*'/»'+Mli’ )cos։,Aros3„y. (17

A SY A-Հծ^-է֊ r3 -r v У ( ,-^Հ^ _ 7 Vos imy cos T.z -
»Ti՜? dx • /

“ “ , rfrf2' \
S v ( ~ ։' $1՛՜ 7«¥<«’) C0S Л C0S ՜1’* +•

У, -i ir^ + n'MS leos’^wsM.
ri. .' dz /

д3_- ./։ t b. т/г, у v( a- ^ n'7nA-)cosMcos v
dx /

■ ևճճ(*7յԼ՜ +
/►•'«-o' dy

у, у ( Հ ք֊ а/ ՚0Լ ) cos з. X cos (Sy.
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.4 = -Լճ*
2v6‘

§ 2. Граничные условия для 
уюте.м виде:

1
G

I
G

I

задачи (а) можно представить в

CO ОС
-ry(0. у. г)=Л(у, г) - у V (imn ${п cos ՚;հ.

nt I a- 0
co oo

ду(а, у, z)^/։'"(y, r) = y 3amftsln3wrycosin£, 
tn - I в—П

„и cos3My$hi
'я-0 л

x-(a, y, 2՜) =/?‘(у, 2) = У У Ьтя cos З^у sin 
т-0 п 1

-Лу(х. b, z) = г) = У У г. sin а-Л-cos у
О ՛ ՛

?.-(*, о, у у. docosa, с sin 7П.

I so 9?
֊ -yr(x. b, г) -/»h(x? r) = շ У ^ncosa/xsinT։,2.

Г-Ол-1

լ CO
֊֊"..•(.V. y. 0) \ ) ֊ у у e,„, sm S;xcosb^y,
0 — —I 1 m 0
, -o co

— (х.
О

֊ * (*.

G ՜'

w(x. у.

(2.1)

V. г) (л, у) у v Հ„.տյո а; х cos 5my.

V. 0) =/г (Л-, у) - у V //lM cos s.x sin '?my.
: Զ IT} • 1

CO CO
y. <') = /.'"(x. у) = У У A/^cosa/xsinp^y.

i-a w-j

О «-о
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с© «՚
u»(x. у. <) - /м’(х. у) = У 2 <՛■«cos а? х cos Здау;

!-0tn- О

<0© CQ

••' ՜է (о. у, Г ) = /к ( У. Z) = 2 2 £«я COS (5лу COS
Л1«*0 я О

оо а«г
.4;,(<г, у, з) /*’[у. г) = շ շ gmn cos ^y cos 7„z. (2.2)

rr.-и я—(J

Uv(.v. 0. z) - f.t(x, շ) = շ 2/>Гясо5ахлсо$7яг,
l-0«=0

©a «։
. Uv (X. ծ. з) = ք ' '{x, г)- 2 2 Plf! cos а,-л* cos 7„z.

2-Ол-О

Из граничных условий (2.1) для касательных напряжений и нор
мальных перемещений получим следующие соотношения:

d/7(t)) -(0) —— ֊ V<(0) = С,„. I
dx dy

dfS^a) . М'(Й -<в9>/м-с
--- —— — *mjmn \ — a.mr,, —- -/ ’ (U) — էյ , 

dx dy

Ն/';>(0) = ս„„. (2.2} մք<^)) 7„?(?(о) = л.. «ад 

dx dy

dx dy

d^(0) ւ.՚է3յ/(Ո г (0) o и, տ .

dz dz

d'yittt (c) , (3) . . • d’if'fu (c) I <3), \ < >0 j.
— ,--------- »г'Ы (С) = elm. T—— Mim(C)=hi№, (2.4)

dz dz

lS(0) =//«,. <Ն)=/«.
i 1з соотношении (1.4) и (2.2). (1.5) и (2.3). (1.6) и (2.4) некоторые из 
постоянных интегрирования определяются непосредственно, другие 
выражаются через постоянные C2i. О^\, /■՛!„’ и /Հ?.

Исключая найденные постоянные, заменяя далее другие их выра
жениями через С„‘п, Kr„ E'V и и удовлетворяя затем послед

ним 4 условиям из (2.1), для определения коэффициентов .
E’tn и /•£' получим следующие бесконечные системы линейных алге

браических уравнений:



О рапнизесян прямоугольного параллелепипеда 33

ос

Zmn = X- UlnnXln 4՜ b^tn. 
:-з.4 ■•

оо

Zmn = У1, /я 4՜

J-2.I •• 

со

Uniit Чтп^1п ՞5 d*in
f-1.3 • 

no

Umn “ 2 Ci„nYt4 • (iKt.
1-1.3 ..

In У ^ImnZmn 4՜ Ь1я, 
m-3. I 

co

-V/n = X’ t.’i„nU„n 4- hin. 
m-2.<

co

У In = 2 glmitZein ՜1~ f tn,
■«-1.3

co

J In — V SlmnC'.tin 4՜ fin, 
«1-1,3-

/m = 0. 2. 4.---\
\« = l. 2?-- )՝

/m = 1, 3,-
\« = I. 2.---/‘

/m = 0, 2.
U«l, 2,-«- /

/m - !, 3.--A
Ա- I. 2,-../

//«0, 2. 4,-.- \
U=l. 2,-«- /

//-1.3...Л

\я - I. 2.---Z

// = 0, 2.

\n ® 1, 2, • • • /

// = ւ. з,“-\
Կ = i. 2.--J՜

(2.5)

с։» эведены следующие обозначения:

—k,„ (£g> sh klrb ֊■ fg’ ch kt..b - /^i') = A',.. 
0

(Й? sh k։„b FJi'ch kub - ^՚) = Ո., (2.6)
Ծ

b *nn (Cg!sh *„.u - D‘̂ ch *=,u օճ) = 7.„n. 
a

Ь k„,{C'^shk..a D'^chfcw* + = U„,-.
a

8 ( l)"sh^a,a_________+

«A-n„ (ch k„,a + 1) (sh km.a -■ к „a) (k;„ + £j,)։

8___________(—1)wsh*fea,<i +
a*»» (ch k„na — 1) (sh — A«,«) (*’. + ?L)։

8____________ ( ֊ t)’ sh* kub 4S. A'i,, + (& 4- Վ;) a _
bk„. (ch k,.b + 1) (shA,.i + kub) (<։’.„ + a,՜)'

8______ (- n'sh»*,.»_____ n; *;,,+(%.+n;)«;
bki„ (ch*(„h— l)(sh*(«* — ki,b) (*i« + »’)։

(2.7)

Н№мии< AW. серии ф«х И« II*.», .•* ՛,
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I)

(I 4- ch kn:na) (sh A’mr.Q-4-a/пл 
a---------------------—-------------------------bt

I,, (1-I-ch Armg) I 
~'2^mn^k„na

str kmaa

2Ն у (-П" [»<(*?» 4-Т») 

.հհ՛... *’«+?;.! ki,

л?.

тп

b>nn)

. ւ 4 7
[^-(-1)Ж| 4-- —֊֊— 2

I С (т] — 1)Л«я,в"4...
А,.п (-1)”
& + 7?

X յ^Լ^Ճ±^1Լ|ժ1 W.Gil>_ (- DW^shWI- 

I а/(м™ ֊է Ն)

՚Հ«7 4՜էԼ 4* A/ra ,Հ՛ ,л.
I//.7J— (— I) Jim] —

A’ 1л:
՛— [fi/zn- (— 1)"в/1Я 1 - 

klm

՜՜lA'-ո- (— 4՜՜
k{m •

z„z I \ լ ^тл -b/w/J ՛
(Հ1 1) А/пл

(ch llmifl 1 ) (sh kmnG k/nn&) 
a--------------------------------------------------

sh2 kmna

(2-h)

- d™ = —^ 2------------------ X
2A^shArnn

X Г , „ A<nr; 4՜ \‘лг(1гг.п 4՜ 7>r Аглл|
2т

2
/=J. 3-

(-1)”

А/д 4*

(-i)"c,„| _ 2i£ [/,_(_I_
Rin Rin

_i Ն у Ճ“ՃԼՈ*"" (_2ք«1^ճ±ՀձւԼ 
(7i ~ 1)Аглл ։„լյ... Ajm ~г Т.п 1 ctf (А/л/ 4՜ Тя )

X |ch (- 1 )"0;i!+ Hili sh *taC] Հյ' +°”՜1-

kim

(- --֊֊ ift.-(֊i)4.i ֊404.1 +
k/m Kim

____- Հ )• 
Am«(T)'-l)Uma ■ mnh

(1 4- ch klnb) (sh ktllb 4- klnb)

sh2 kinb

. 7n(l 4֊chAMb)
՚Կր.— -; ------- ------

2k~ir. sh kir.b

(2.9)

(յ/(^խ — О») 4-

Чщп) 4՜ 7fJ (Aflin

21 °°
+ ֊f„(^„ <Л„)|------ i։֊. շ

ak'"

(—O'
kmn 4՜ «' kmn
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v 62 ч
( -1)'«йя|-~_2— IЬтя- (֊IьтпI + 

« тл )

+1 ь  у w-ir (հճ±ճ«լԼ х
l' (У1 ։ ) kin ա_շ, 4... Л’.'/л 4՜ 'ti < Ия»(ki-n 4֊ I к )

X IchW-Gffi- (֊ 1)’0Щ+ Н\"shi.-„c| — Д1"_+а'_

(֊ 1ГЛ.1 - - (- о՞*») - —֊ \՛^- (-1)лл,„]|+
«Гст Rim .1

+„ , ՞ ,. (2.W)
к tn { ч — I)

(ch kia b ֊ 1) (sh kinb — k!r.b) I„ (ch ktnb ֊ 1)
b----------------.«.“T-------------------- ՀՀ~Լ— KUm — cln) J

տհ-Лмо 2Л/л5ЬЛ/л£

4-Т„(«м — «М| I ֊— У ֊շ——— {------- о---------- |rtw„—
O-Rln й-է.), . п>чч 4-я/ I. kmn

l^mn

4 T, ~ (-l)"fa„ 12^(4'^ + ^.)^

c հւոԼՀ— 0п֊Тз klm+ln ( a;(A(ra4"7n)

X|ch*tac-GK-(- 1)՞<ՅՏ-| Hl» sh kMc) - + g' + \f\„ -
kim

֊< ■ ւ)%„ւ-4^-ւ^(-:ւ )՞^.ւ - —֊ 1Հ-- <֊ ո՞^

k lr'
^ln \ri — 1)

При удовлетворении граничным условиям получаются еще и 
Вне равенства:

(2 11)

следу ю-

у Հօ - Գ <K
eto e!Q

*IC
“ (Տ՜օօ £«։)•

1 — 2‘i

у С/п0 д,я0
И.З-- a-,,n

brni) hfM)

m k3 ■
I __9V ^<X> . ^(x)- (2.12)

Չու равенства являются уравнениями равновесия внешних сил, дей- 
Кшуюцих на поверхности параллелепипеда по направлениям осей А՜ 
Kf (L¥ - 0. SX = 0). Коэффициенты с0, е3, а^, Ь3 будут определена 
Ь соотношений
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ri'ai + ծ, -4-G =
£*+£«» I ֊2»

2 2*
2

J-0.2

<*> Գ 
ЛХ(

е» - Հօ
СХ;

<Կ 4 1>էՀ + f,»
^«®շ_Պոս 

аК ՜

hm\) /։то
<%... (2J3|

Докажем, что бесконечные системы (2.5) квази-регулярные. Вычис
лим суммы модулей коэффициентов при неизвестных.

8_______________ sh**w,a____________
ак„„ (ch к„аа 4֊ I) ($հ кт^> кщл<շ)

(*L + ?L)=

U- Ду>й <ч:. ։h a*-՞ + a t- Ւ;)
__ к*щ октя 2 kmn sh krn-tti 

, Okmn 
sh k^na

V J с1тл I = —֊8______________ Sn' ^mna_____________
МСЗ... *՞4 аА’вж (ch«a,a — 1) ($Ь6япа kmna}

С-Й.. (& + £)’
» L

1 ֊ ^ww L И». ктя sh kmna

sh ктяа

При фиксированном значении параметров т или п последнее 
выражение становится меньше единицы, начиная с некоторого зна
чения п или т, которое имеет место при удовлетнорении следуюшего 
неравенства:

1 ^2» 
»*5+։

актя 
sh ктпа

(2.16)
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аналогичным образом получим
со
2

СТ - и. 2

I &lmn i Վ. ։ .

1 Г 0—2*)i; М I
2 |g/™|=- . . - 1 —Л— - ք Հ I- (2.171

Л и з 1 ktnb L ь* sh k^b I 
sh kir.b

При фиксированном значении параметров п или I последнее вы
ражение становится меньше единицы, начиная с некоторого значения 
/ или я, которое имеет место при удовлетворении следующего нера- 
венств.-ւ

-1 _?ձ а?
27 +

bkin 
sh klab

(2.18)

Таким образом, системы (2.5) оказались квази-регулярными. Если 
примем, что в соответствующих областях изменения граничные функ
ции —непрерывные, а функции (i — 1,2,3, 4. 5, 6, 8. 9)֊ 
кусочно-непрерывные, то легко видеть, что свободные члены систем

(2.5) Ь„.п и (imil будут стремиться к нулю как 0( a hln и fln как

Если в системах (2.5) исключить неизвестные Хгп и YIn, то для 
(ределения неизвестных и ՍտԴ получим следующие бесконечные 
[стемы

mn —

Р

(т = 0, 2.

£рп ՜է dmn (219)

umn = շ
р-0. 2 -

■т О, 2 • •

Spmr. l/Л - Լ 3 - ).

(Iptnn^-pn I՜ Ь.цп

(т = 1, 3 • • • է

c>,‘>.vpi I ‘ք՛ո է՜ հ,1!ք1

I'l/ttt —

Ч1тл^!рг;< 

/••0.

оэ 

i'prnn ՜ լ, ,
i-Q.2- -

ос-

Ьтп — bmn I У, rt/rrjo^Z/i,

1-0, 2---

co
dnr֊ — bmn I У QlrrtnJ in, 

1 0. 2-•.
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(Х>

&ртп = У, i'tmntitpn<

ОО

•^1тл ~ ; t'lmn£՝tpn‘
/-1,3-

«յ
та ՛՛— d>nn ՜է՜ 2 CtmrJlln<

<x>

J mn = dftm — 3 ctmnfln. (2.20)
/-1. 3 --

В бесконечных системах (2.19) неизвестные постоянные Z2*.n, 2гж.л. 
U->k. n и I л разделяются, то есть они определяются независимо 
друг от друга. Используя неравенства (2.14)-(2.18) и обозначе
ния (2.20), легко доказать, что нон не системы (2.19) также квази- 
регулярны. а свободные члены этих систем ограничены сверху и 

стремятся к нулю, как —Г~)' н

§ 3. Рассмотрим теперь задачу об изгибе толстой прямоугольной 
илиты, когда на боковых поверхностях заданы касательные напряже
ния и нормальные перемещения, а на верхней и нижней плоскостях-- 
напряжения. Граничные условия для задачи имеют вид

СО <Х

и (0. у, т) = /, (у. г) - 2 У атп cosSe,y cos\nz. 
т~<3п “6

» cv 
u(a. у, ’)=/«"(v. z) 2 2cospmycos7flz.

■n-0 ռ-0

•» eo

(x, 0, z) /.(X. z)= v;V />/„ COSСЧ X COS-ЦС.
Z-Ou-0

o> oo

t»(x. ծ, г)=гД1,(х, 2)= 22 /»/„cosa{Xcos ;nz,
(..о Ո-.0

a>

--■Հ<ր(0. у. -) = 2 2 Стя sin cos 7„z.

. 0O 00

—y. Z) =/r'(y, ?) ~ 2 2 <nslH?.,,y cos;n3.
- ЯТ-1Л-0
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■ сс си
֊rVr.-(n. у. г)=/Р'(у,?) --5] v <rtcos^ysinTfl2, (3.1)

М—0л —I
| со со

— у. °) -Л(х. У) = v V/..mslnafA'cos^y. 
(j

. oo tx>

(X. V, <') = Հ1’ (x. y) = Y Y/bn Sin Л/XCOSpmy, 
G

J <» «•

0. 2)=Л(Х, z) - v Yg,, cos a, x sin հհ.
Հ? .'..Ои-1

I co 00

--v>. (x. b, z) z) -= v 2gMcos։/XSinT4z,
Мл-1

. oo oo

' "v.-(X, y. 0)-=A(X, y) - Y V///mCOSa.'XShl ₽,.։y, 
6

I x> tc
- “yr (x, y. c) ֊/Лх. y) = Y Y A.'m cos a,-x sin P«։y.
Ci ~~ “““/-֊Om — l

Հ» Л5
•4o.-(x. y. 0) -/B(x, y) = Y Y P/ffI cos az x cos fJwy,

/-0 m—9

<x> <Xi
ЛМ-X. у. ^)=/а։)(^. у) = Y 2 я; X COS fiwy.

f-0m-0

Удовлетворяя граничным условиям (3.1) и решая полученную 
сясгему линейных алгебраических уравнений вместе с системами 
(1.5 ֊1.7), для определения неизвестных коэффициентов получим сле- 
дуюише выражения:

|'л(г) — Л<3> Г<։> — ^тл П<;ь ։№ етп “ ՜»ոս,ոո П(3)
.‘/«1»— ~ ь/дая, '-'ШЛ—---------- итк. ’’՝тл— ՜ ‘Уч։п>

* л »л ^tnn

СЙ1 = ctli k„.„aD՛^ +
Т« sh kmna

Հ(1)   Ч-kmn №mn . (llintn ch r4 „н. j. .w
mn — — : — --------- -- ------Urnet 11 mn

7л sh’*mn(i 'лт sh2*tnn*^

I Й!. = ֆ ւճ (cth km„a + ֊(It cth k,„„a) -

Tn ■ sh՜ limnQ/ sh IttnnQ-

I ('՝riin -ит(^тг. . .. J С/пл ՜ւ հհ,— ——-——— с п J к t!i п a -j -——- - ( հ>. ճ յ
kinn *тп Sh kmrtti
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£® = Cthfejisa
\shs kmna

1 n Dmn

Հո։ Sh kmr.d
(1 ±akrr.n cth kmna)

e r -r a СТЛ 1 i л глл
kmn Sh km»d k/nn

cth Л1

,.(•։> ..u I. . n<■•' ՛■" &тл
''ntn CiJl Kmrtd 'Jun 1՜ T

3ct sh knnti

Ջ& = ky- Cth k„.,aD(" ֊ ֆ=֊ -Ջ-Ճ- 
i it ?m 8П Кщ n(l

,(J) f-тя ՜է՜ ՀոէՕ-тл Հու n(-t)
Արող 1 /I

где

— —֊ j— / „ւՈմ.է;1ո փ
2(14֊ 1)Л™ V

?т

֊ СП 1 ^тп

“»րլրրւՂ' T '{п^л>Л '

kmn )

?/ltCmn ‘ 'inemn 

^mr.

“л IЛ fi!n

.v);‘ = ь,„. — cth k^bFii1-------- ֆ- ■

’(a sh Z?/„Z>

Ajg?_ —” + -hM_ fj; 6,„cmw.
> Տ1ր/Հ^/> a; sh2jfe/rtA

.Mi^-^FS’/'cthW.՛ /՛՛” <1+Wc„cthfc,„*)
■ л ՝ sh՜ A'/n^ ■ sh !t(nb

din - a/^?- cth k;nb

^tn

din -H «J
Խո sh b!rb

•Vff֊ F|»Y **"'r 4-ctlik„b Ւ"Հ (1 + M,„cth*,„*) 
\sh֊«/,jA / ։/ shW>

+ gid; _ n,n - ն,1>„լ 
Խո sh kinb kh,

£Й։ = - F?„‘ cth W + ֊" —֊֊ 
«/ տհծ/ոծ

Fg>= JicthWF,!?'֊^
՛ л at sh kin
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< 1) _ <Հ1 4- Д.' Ь-п а» p(j) 

kin 1 л

где

F%>= То
2(Պ 4֊ 1)ճ

խոծւոՀ^Ճ^\
\ kin /

Ft, = ---------2£---------(2bln 4 նճ^__ձշճ{րւ \
2(^4 I) kin ՝ kin /

= h. ffjb. Off, _ ձ= H)l>, ojb = 2L gm 

V *t .֊Ն

»гГЗ> __ "I f'C-l)••tin — '■Pm,
3W

ր,Հձ) rlkfm u< 11 , Pim 
’\fm ------- film Հ ----- ——

Д/ (V— 1)A?/W

y-(3) _ (71 4- 1 ) kin, P/lm ~~ IWfrffi

г nt 2k Im

i/il>   тгД' f ■"֊) I fltn 'J! (p fIm y.ttklni)
‘ T-----

Yfn fthrt ձէէհո

/<Й- >,<£’ + — - 2™1Ջճ'՞ .•t-Li.M. 
k-Im 2ktm

U) / r 1 . > Al) I'm (н,7Г ftit։ ՜ 2.' k{in
tm — ( ri ' 1 > ntm -г- - -д———-

fejajSh UlrnC

cih k,„c-
klm (T/—1 )A?m

№ - (V Ւ 1 > Mil H z' ah k,„e
a.՛ k!։n

(3.4)

“Կ (.ymflm Д/ Я(т ) ^т^։т

F/ntSh kimc (>.'

где //й и (ff, определяются из уравнений

1 ՜՜ k[ml- Cth kjmC kin,( _ Fi,n - Pim ('ll Ri-,;C
։.՛ (Հ I )/?ճ sh ktmc

•ԿJ tm Г Հ՚րր։film
—к Im

1 J -ZwcthAw?

Д/
GJS=— 

?« (Հ- i)fezw

3? f1 tn է՜ rm^lm . *.’ flm_ . Am^ln;
2fi:m th kuni 2kLshklinc

Здесь через Plm и Р/т обозначены следующие выражения:
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Р 1т — Pim
2 1* м I

֊. р >' Qimn I- а V Rltnn 
a*l Л Л

(/=^0, m ^֊0),

• • 2 !
t'>tm==Plm — ՜՜ 

ah

C<- CX>

ь 1)Я^ПЛ

n-0 n-0

(/ -0, zn^O)

(3.5)
где

*«« n
ft О •> \ ՜՜*> .շ ՜ •

^ոո 4-Հ I Ն(*mn + Հ)

!‘ i ր; ՜է՜ km ր. ՜՜է- Г1/։: • д^.'ЭТлЧ՜ tyriiCinn
**-тл 

kmnkmn

kmn ( 1 ) (2^/ДЛ (‘/лг *“ '• 1 п ՜| ’ °-!
>» | 2 | Հ *> 2 • -'.’7ГГ

*֊/пл Т 3/ ՛ ?‘т \krnn 4֊ a?)
/ 9 /• •

Т| ՜Է ^'/пл_ 2_рп: ՛՝ ■ •; 6,-кп : ՜ '֊>т('ц;п
k ՜ ՜՜ ‘‘тл bI'-m;t Knin

(3.G)

_= kin 1Փ £հ 
^!n-r'^m 1 7r? l^n “Г firn

’j Ն 4- k'in 4- a՜/ T| Тл^.'л 
---------- - ------------- (){n------------------------------

"In kin

k':.-; ՜՜՚յ '3' kin -J- pm

'• ՜։ ՜ո ՛ ֊է a} ր։ 4 at din-----------  bln  -------------  
kin---------------------k[n

Для определения свободных членов получаются уравнения

1>Ы 4- 
շ 2v

е0п е0п 
«7.

<»
•> Ол

ծ7ո
(3.7)

Г/С0 " aW 

а
= «оо. <г — 7?с0. /?։ —

ծ

При удовлетворении граничных условий получаем также следующее 
равенство:

ОО

л ։. з
__ и_ 4 X՝ v"

a’֊ ,,ձ 6т., ֊
՜' Մ?օօ Pqq)

2*
(3.8)S
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которое является уравнением равновесия внешних сил, действующих 
на поверхности параллелепипеда по направлению оси Z (2Z --0).

Пример. В качестве примера рассмотрен изгиб толстой плиты 
=/> = 3с ^ ~). находящейся под действием равномерно распреде-

’.енной нормальной нагрузки у. с)~ — Р. когда 
Йрхностях отсутствуют нормальные перемещения и 
(ряжение тху. На этих же поверхностях касательные

н 'в направлениях х и у изменяются 
эавлении? либо по закону симметричной 
Йгоянными. Для этой задачи граничные

по закону

ла боковых 
касательное 
напряжения 
синуса, а в

по
па-

на
параболы, либо же остаются 
условия (3.1) примут вил

яЛП=0 (/ = 1.2, 3.4. 6, 8).

-Л = Л‘' = -‘՝oz (֊֊ — sin у.

Л = о. А (а՜, у. г) = - р.

-f-. = -V (՜֊— / )sin х.
(3.91

= /Р = 0 (/= 1.2,3, 4. 6,8). /я = 0. А(л*. у, е) = — Р. 

fiя ЛП = ' sin у, —f- = А” = Ло0 sin х.

Десь постоянные Аа и Ло определяются из уравнения равновесия 
ил (3.8). действующих на плиту вдоль оси z, и имеют значения

% = —i Д?'=—- (3.11)
4- 8

Некоторые значения напряжений у».-. -зд и перемещения w для 
иличных точек плиты, вычисленные по формулам (1.4) при ч - 0.3 
•я рассматриваемого случая, приведены в таблицах I, 2. 3, 4. 5. В 
нх таблицах напряжения оЛ и ^.хг приведены r долях (Р). л пере- 

/Р\ 
одення w в долях ( — )• 

\ G /

Таблица /

1чение г, для л - при •՝* I п '

Таблица 
9՜ Значение :д,_ дли х = ֊..

при условии (3.10)условии (3.9)

° 4 ՜2՜

0.0865 0.3456 Ո.604Օ

0.1222 0.5009 0.6595

0,0474 0.31Ь7 0.6037

2

т. 0.6039
12
Ո

՜6՜
0.8576

ГС 0.6032
4

Значение з։ дли у. -Г 

при условии (3.9)

Таблица 3

х
i

О

0 —1.3990
т.
т- 0.1429

3 •1.1(33
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Таб.i ица -J Глблица б
Значение ն. для 2=0 при 

условии (3-9)
Հ —

У ՜՜՝
т

— 1.1091 -0,9178 0,2139շ
4 -0.9178 ֊0.5991 -0.0341

0 0,2139 -0,0341 0

при условии (3.9)Значение ср дан z=_

А՜

у
4՜ 0

—1,2587 1,0674 ֊0.3635

т -1.0674 -0.7487 -0,1837

0 —0,3635 - 0.1837 - 0.1496

Из табл. 1 и 2 видно, что. когда на плоскости z = с имеем равномерно 
распределенную нормальную нагрузку, независимо от того, каким 
образом задан закон распределения касательных напряжений ъ- 
вдоль г на боковых плоскостях и х = а, закон распреде
ления этих напряжений вдоль z на средней линии fV — դ 

плоскости j л* — 'Լ՜ ) является параболическим. На линиях / у=С.

У^ ) »той плоскости закон распределения касательных напряже

нии -г.- существенно нс отличается ог параболического шкона. По
этому можно сказать, что теория, предложенная Амбарцумяном С. А. 
[18] для расчета тонких плит, дает хороший результат и при расчете 
достаточно толстых плит, даже вблизи горцов плиты, если Закон
раса ределения нагрузии 
ному. 11з табл. 3 видно,

прелеления нормальных

плоскости „защемления"

на поверхности плиты близок к равномер? 
что для рассматриваемого случаи шкон ряс-

напряжении сх на средней линия

(х=0) вдоль оси z является линейным, при

том „нулевая4 точка нс совпадает со средней точкой
тс \

I и 
6/

перемешен՜։ вверх относительно этой точки. Выше „нулевой** точки 
существуют растягивающие нормальные напряжения ~л. ниже -сжимаю
щие. Нужно отметить, что сделанные выводы имеют приближенный 
характер, так как основаны назначениях напряжений т։. для трех 
и пяти точек соответствующих сечении.

Вычисления показывают, что для рассматриваемого случая на сред

ней плоскости плиты ('?— ) существую: постоянные сжимаюшнг
\ 6 f ՜

нормальные напряжения и -v величиной

11з табл. ! и 5 видно, что перемещения «՛ соответствующих точек



Հոդվածում տրվում 
էիսււսւրակշոու իք րսն ե րկու 
պա լմանների դեէւլրամ.

D рапиоиесни прямоугольного параллелен .шел մ

больше, чем перемещения ш точек плоскости 

(z = 0): разница между соответствующими значениями постоянна и

равна а-’0=—0.1496. Это значит, что плоскости г = 0 и — после

деформации опять останутся параллельными.
Считаем приятным долгом выразить благодарность доктору физ.- 

мэг. наук Б. Л. Абрамяну за руководство.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР 

Ереванский политехнический институт Поступила 10 V 196-1

Ա. Հ. ՈԱՈԼՈՅԱՆ. II If. Ս1ԱԱ.Կ5ԱՆ

lutLIM* ԵԶՐԱՅԻՆ ՊԱ31111.ՆՆեՐՈ’1. ՐԻՎՂԱՆԿՅՈԻՆ ԶՈԻԴԱ>ե11-ԱՆԻՍՏԻ 
ԱՌԱՑԳԱ4ԱՆ 2ԱՎԱՍ11.Ր1ՍւՇՈ ՈԻԹՅԱՆ ԵՐԿՈՒ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ 1Ո1.11ԻՆ

U. մ փ ո փ ո ւ մ

է հւդգանկլուն դ tit գահե ո անիր։ ս> ի աէւտձգսէկան հա֊ 
խնգիրնևրի ճշգրիտ լածումր հետե լա ( եգրա/ին

ա) Զուգահեռանիստի 2 ~ 0, 2 - С նիստերում արված են Հ , . ե ՜. Հ. շո֊ 
•սսիսղ լարուէքեերր և տեգսւփո քսում ր, իսկ դ ա դ ահեոսւն ի ասի if ակե րե ու (իք ի 
ւսագած մասերում' լարա ւքեերր է Ալդ իՀհդիրր կէսրևլի Լ գիտեք 
ւվւի իւնգիր nt գգ անկյուն կ։ո րվ։սծ րով ձոգերի համար:

ր) իՀուգահեուււնիսւոի X — О, X — CL ե V “ 0, V -- - Ь
տրված են 'աէմաւգաւոսւււխան շոշափսդ յարու է!եերր և նորմաք 

րպես Արքան֊

՛հիսս։ ևրի վ րI- 
աեդտփււիէու ti

^երլր իսկ 2=0, Z=C հարիք ա իք րսնների ‘[l"1՛ տրված են /արուսքէւերր, ս։/- 
ււինրն գի տ ա րկվամ Լ ա գգանկրւէն քրորվւոծ րով ոա/երի ծ и ման իւքւգիրր։

1 Филоненио-Бо родич Al Ai. Задача о равновесии упругого параллелей;.пета при 
заданных нагрузках на его гранях ПММ. 15. вып. 2, 1951.

0 գավև/ով 'եոլրլեի if ե իմ ոգի էյ , Լամեի հա վ ա սա րակշո սլիք լան հավաււա֊ 
(ւոււքեերի րււծո։ մր ներկալաէ/ված Լ Ֆււլրլեի կրանակի շարքերի գումարի 
էոեսքովէ

Աոաջին խնդրում անհայտ գ֊ործակիգների որոշոէ մր րերվօւմ Լ գծ տ յին 
սքնվերջ հավաս ա րո է Ifith րի и ի и in ե 11ե ե ր ի քուծմանր, 
վուսւեւ/եերր ոեգու! րոր են, իսկ ագատ անգամեերր

/ 1 \
I։ ձդաում են գերոլի 0 [ ՜ I էլարգուի:

f’hf'"I"! Ь'^'чЬլուծվում է աոանր գծային 
էիօաեւ/եերի օգտագործման։ Ալդ խնդրի համար 
իինւսկ:

цт-щ ի տ րվսւմ ք որ ա յդ 
սահմանափակ են վերեիր

ւնվե րջ '-ւուվսւ и ա րոէ-Ui։ ե րի 
դիտարկված Լ իք վա /ին
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